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INTRODUCCION

Si usted se detiene a pensar en su vida de todos los dias,
vera que en muchas ocasiones se encuentra con situaciones en las
que necesita hacer uso de los conocimientos matematicos que
aprendi6 en la escuela primaria o, tal vez, después. Esto nos
sucede en la economia del hogar (que nos enfrenta al delicado
equilibrio entre el dinero que ingresay el que se gasta), al hacer
una compra o solicitar un crédito. También en el &mbito del
trabajo, cuando tenemos que hacer un croquis, medir distancias o
leer un gréfico. Es decir, constantemente tenemos que utilizar 1o
gue aprendimos en matematica para resolver pequefios o grandes
inconvenientes.

En este curso le proponemos profundizar o que sabe y
avanzar en el aprendizaje de nuevos conceptos y procedimientos
gue le sirvan de herramientas para su trabajo y su vida cotidianay
que a su vez, le permitan resolver con mas seguridad las
situaciones que se presentan en los contenidos propios de esta
area de estudio.

¢Qué esperamos de usted al finalizar este curso?

Al final de este curso esperamos que usted pueda: identificar,
interpretar y utilizar, en la resolucion de problemas, algunos
conceptos matematicos relacionados con: |os niUmeros racionales,
sus célculos 'y operaciones, figuras planasy tridimensionales, las
medidas y la medicidn, los gréficos y los distintos lenguajes
matematicos.

Esto significa que a finalizar el curso usted podr&

» Comprender y saber resolver problemas justificando los
procedimientos empleados.

* Identificar e interpretar nUmeros racionales, sus céaculosy
operaciones.

* Identificar, describir e interpretar algunos conocimientos
geométricos referidos a figuras planas y tridimensionalesy a sus
propiedades.

* Describir, comunicar e interpretar informacion matematica
utilizando distintos lenguajes.

* Interpretar y usar nociones relacionadas con las medidas y
los procedimientos de medicion.

¢Qué vamos a estudiar? ¢Cémo vamos a hacerlo?
El curso se ha organizado en tres gjes de contenidos: el

primero se denomina Conjuntos numeéricos, en el segundo nos
abocaremos a Relaciones y funciones y en el tercero trabajaremos
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las Nociones geométricas mas importantes.

Durante el cursado estudiaremos la resolucién de distintas
situaciones cotidianas, utilizando esencialmente dos conjuntos
numéricos. enteros y racionales, sus calculos y operaciones.
También abordaremos el sistema de referencias cartesianas en el
plano. Vamos a reconocer algunas figuras y entes geométricos, sus
propiedades y clasificaciones. Asimismo, trabajaremos con algunas
nociones de relaciones y funciones numeéricas: variables, tablas,
diagramas, expresiones algebraicas, gréficas, férmulas y algunas
nociones de estadistica.

Esperamos que con este curso usted pueda descubrir los
porqués de algunos procedimientos matematicos. General mente,
sera usted el que, a través de algunas actividades o propuestas,
construird distintas nociones y conceptos.

Por ello, es muy importante que siga, paso a paso, las
indicaciones de este material, para que pueda construir, junto con
sus comparieros y profesores, cada uno de los aprendizajes.

Las actividades que se proponen tienen dos funciones
principales: que pueda aplicar y relacionar 1o que sabe o ha
estudiado anteriormente y que pueda construir nuevos
aprendizajes de contenidos, que ahora probablemente desconoce.
Le recomendamos que no saltee partes del material porque las
necesitard para poder avanzar con lo que se encuentre mas
adelante.

En algunos casos trabajaremos con nociones que por su
complejidad o por su origen no vamos a comprobar, las
aceptaremos como verdaderas.

Por altimo, le queremos decir que en matematica, como en
muchas materias, el error es parte del aprendizaje. Necesitarg,
para avanzar en el material, hacer algunas "pruebas’ de lo que
esta estudiando. Realice todos los intentos necesarios, pero nunca
baje los brazos.

¢COmo esta organizado este material?

El material entonces est4 organizado en tres capitulos, uno
para cada e de contenidos, segun sefialdbamos anteriormente.

EE I: Conjuntos numéricos

EE Il: Relaciones y funciones. Nociones de probabilidad y
estadistica

EE IIl: Nociones geométricas

Recuerde que todas las actividades que realizara se
presentan con un icono . Estos iconos son:



PENSAR. Este icono indica que tiene que detenerse
un momento a analizar lo que ha leido. En el caso
de Matemética es fundamental que leala
informacion que indica este icono y la memorice
también, porque en ella se incluye la
“formalizacion” de lo trabajado, es decir, su
conceptualizacion en términos matematicos.

TRABAJAR EN FORMA INDIVIDUAL. Leindicaque
la actividad de aprendizaje propuesta la realizara
usted solo.

TRABAJAR EN FORMA GRUPAL. Significa que la
actividad de aprendizaje propuesta la realizara con
sus comparieros.

RECORDAR. Este icono significa que usted leera
informacion importante a la que tiene que prestar
especial atencién.

LEER. Indicalalectura de otros textos especiales
para comprender los temas.

B = 3 b &

Le recordamos también que usted, dentro del material,
dispone de espacios en blanco (en cada hoja) para realizar los
célculos que necesite a fin de resolver los gercicios que se le
presenten. También tendra, a finalizar cada €e, hojas con lineas
de punto para tomar apuntes de las explicaciones de su profesor.
Puede anotar también ali sus dudas, preguntas o las ideas que
vayan apareciendo a medida que lee el material; justamente para
esto esté reservado el espacio de NOTAS,

¢Como trabajaremos?

Esta propuesta que le hacemos esta pensada con modalidad
a distancia. Se preguntara ¢qué caracteristicas tiene esta
modalidad? Pues bien, esto significa que no asistira todos los dias
a clases durante cuatro o cinco horas, sino que ird realizando el
curso apoyado fundamental mente por tres ayudas valiosas que le
sugerimos aproveche al maximo:

a) Por un lado, las clases con su profesor y su grupo de
comparieros, donde recibird las explicaciones de los contenidos y
se realizaran las actividades previstas. En estos encuentros usted
podra preguntar todo 1o que no entiende. No dude en hacerlo, su
profesor esta para ayudarlo y apoyarlo en su proceso.

13



Mateméticall - BGB3

noveno ano

Usted empieza ghoera el novero afio
de lo EGB3 y en €l tendrd gue hacer
y aprobar cinco cursos: Lengua I,

Matemdtica 1], Ciencias Naturales 11,

Ciencias Secigles I y Tecnologia 1.
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b) Por otro lado, tendr& a su disposicion este material, para
que lo leay vaya siguiendo el curso, tanto en las clases como en
las horas de estudio que deber& dedicarle diariamente. Este curso
le demandara entre 4y 6 horas de estudio por semana. Comience
a organizar sus tiempos para llevarlo al dia

¢) Y de ahora en adelante aparece una nueva figura en su
proceso de aprendizaje: EL TUTOR. El tutor es un profesional que
lo acompafiara en todo su proceso de aprendizaje, tanto en este
curso como en todos los que realice dentro del noveno afio.
Seguramente usted se preguntar&: ¢cOmo hago para estudiar?,
¢cOmo organizo mi tiempo para llevar a dia el estudio de los cinco
cursos que forman el noveno afio?, ¢de qué se trata esto de una
modalidad a distancia?, ¢qué hago si tengo dudas sobre los textos
del material o alguna de sus actividades y falta tiempo hasta que
vea al profesor en las clases?

Seguramente éstas y otras cuestiones pueden aparecer a
medida que vaya realizando el material. Esjustamente el tutor el
gue estara para solucionar esto. Usted se comunicara con él a
través del "campus virtual" que la Universidad Naciona de Cuyo
ha creado especialmente para este proyecto. Recuerde que en el
altimo curso estudiamos de qué forma realizarlo. Si tiene dudas,
vuelva sobre ese material y las explicaciones que le dio el profesor
oportunamente.

No dude en consultarle a su tutor; é serd su compariero en
este camino y su tarea es fundamentalmente colaborar con usted
para que tenga la menor cantidad de inconvenientes y dudas en
su recorrido.

¢Como vamos a evaluar este curso?
En este curso vamos a tener dos tipos de eval uaciones:

a) de proceso y
b) de resultado.

a) Evaluaciones de proceso

Como usted sabe cada curso se organiza en gjes de
contenidos dentro de los cuales hay distintas actividades de
aprendizaje. Por cada gje de contenidos usted tendra que realizar
"trabajos précticos’ que entregard a su tutor via mail (campus
virtual). El le indicara cudles sony en qué momentos se los debe
entregar. Por eso resulta importantisimo que no pierda el contacto
con él y entre a campus periédicamente. Estos trabajos practicos
serén corregidos y se les asignard una nota numérica.

A su vez, para cada ge de contenidos, le propondremos una
evaluacion sobre todos los contenidos desarrollados dentro del
mismo y que usted ha ido estudiando con el material. Esta
evaluacion podra resolverla de dos formas distintas:



* con el profesor durante las clases.

* O bien en su casa. En este caso, su tutor le enviara a través
del campus virtual la evaluacion y usted la resolverdy entregaré
en papel a su profesor durante las clases.

Tanto su profesor como el tutor le irén indicando las fechas
y cud de estas dos formas se utilizaré para realizar las
evaluaciones. Estas evaluaciones de ge seran corregidas y también
se les asignard una nota numérica.

RECORDAR I1

D

Con las notas de los trabajos practicos entregablesy de la
evaluacion de ge, se hard un promedio numérico y asi se obtendra
la calificacion que le corresponde a ese ge de contenidos. De la
misma manera se procedera con todos los €es previstos para el
CUrso.

b) Evaluacion de resultado

Al finalizar el curso se realizard una evaluacién integradora,
es decir, una evaluacion que nos permita conocer como ha sido su
proceso en el aprendizaje de todos los contenidos del curso. Esta
evaluacion se hara siempre en las clases con su profesor y
también seran corregidas con una calificacion numérica.

RECORDAR Ig

LD

La calificacion definitiva del curso resultara de promediar las
notas que obtuvo en cada ge de contenidos junto con la que
obtuvo en la evaluacién integradora.

En todos los casos, para calificar utilizaremos una escala
numérica de 1 a 10, debiendo obtener como minimo siete para
aprobar el curso. En caso de no aprobar en esta instancia, usted
tendré derecho a una "evaluacién recuperatoria’, es decir, tendra
tiempo para volver a estudiar el material antes de que sea
evaluado nuevamente. Esto también se lo informara su tutor.
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Conjuntos numéricos
¢Qué esperamos que usted logre cuando termine este g¢?
Al final de este ge esperamos que usted pueda:
» Comprender y saber resolver problemas, seleccionando el
tipo de razonamiento, interpretando los resultados y justificando

los procedimientos empleados.

* Identificar e interpretar conocimientos referidos a nUmeros
racionales, sus célculosy operaciones.

¢Qué vamos a estudiar?

Algunos de los contenidos mas importantes que vamos a
estudiar son:

» NUmeros reales, racionales e irracionales. Intervalos.
« Criterios de divisibilidad.

* Las cuatro operaciones bésicas con numeros racionales
bajo distintas notaciones. Potencia. Radicacion. Propiedades.

» Expresiones algebraicas. Operaciones sencillas con
expresiones algebraicas. Ecuaciones.

Un pequefio comentario acerca de o que usted va a realizar
en este comienzo. Trabajaremos con los distintos conjuntos de
ndmeros o conjuntos numeéricos. Para referirnos a cada uno de
€sos conjuntos utilizaremos letras mayusculas. Asi por ejemplo
usaremos IN para designar el conjunto de niUmeros naturales, es
decir @ conjunto formado por los nUmeros: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; etc.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES

ACTIVIDADES

1. Leacon atencion y resuelva cada una de las siguientes situaciones:

Stuacion 1
EQUIPOS PUNTOS La siguiente tabla muestra algunos equipos de fltbol y los puntos que tienen
River 33 hasta la fecha
Boca 31
Racing 27 a) ¢Por qué cree que los equipos aparecen en la tabla en ese orden?
Talleres 25
Quilmes 24
Vélez 23
Banfield 22 b) ¢De qué depende la posicion de los eguipos en la tabla?
Arsenal 21
Colo6n 19
San Lorenzo 17
Estudiantes 15

19



Marematica [1 - LGE3

Los equipos estdn ordenados seqguin los puntos alcanzados hasta la fecha, desde el equipo que tiene mas puntos
al que tiene menos. Lste orden de los equipos permite determinar qué lugar ocupa cada equipo en la tabla de
posiciones.

¢) Asf por glemplo: squé tugar ocupa en lg tabla el equipo de ArSenal? ....vvecriicmoneone e
IS ol P T N W L e AU R
e) Para responder a las prequntas: jQué hizo?, ;qué estrategia utiliza?

.............................................................................................................................................................................

Coincidird en que para indicar el lugar de un equipo lo que se hace es contar-numerar o simplemente numerar
(1,2, 3, ...) desde el primer lugar hasta llegar al lugar del nombre del equipo que se quiere ubicar. For ejemplo,
para decir qué lugar de la tabla ocupa el equipa de Coldn, se numera desde el lugar que ocupa el primer equipo
(River) hasta llegar al tugar que ocupa Col6n, de esta manera: "1" (River), "2" (Boca), "3" (Racing), y asf hasta
llegar a "9" (Colén). Es decir que Colén ocupa el lugar nimero nueve en la tabla de posicion. Esto también se
expresa indicando el nombre del lugar nimero nueve, es decir noveno y se suele decir gue "Colon es el noveno
en la tabla de posiciones”.

De manera similar, se puede decir que Arsenal ocupa el lugar niimero 8 en la tabla de posiciones, es decir el
octavo lugar (el lugar ntimero 8 recibe el nombre de octavo) y también que Quilmes ocupa el lugar numero 5,
es decir el quinto lugar en la tabla de posiciones (el lugar niimero 5 se lluma quinto).

f) ¢Cudl equipo ocupa el tercer lugar?, sy cudl ocupa el décimo lugar?

...........................................................................................................................................................................

Situacién 2
Martin nacié en el afio 1987. ;Cudntos afios tenia en 19977

Para averiguar los afios que tenia Martin en 1997 usted
penso en el calculo: 1997 - 1987= 10, o lo que bien pudo hacer es
contar los afios (ranscurridos desde 1987 hasta 1997.

In estas dos situaciones sencillas se han utilizado

expresiones como "estan ordenados", "es el quinto en la tabla",

roar

"numerar’, "contar”,

Los niimeros que se uftilizan para contar - enumerar, es decir
para responder a la pregunta ;Cudntos? y para numerar, es decir
para responder a la pregunta jEn queé lugar? (conlar-numerar) son
los nimeros naturales.

20



Conmuntos numaricos

PENSAR

El conjunto de los ntimeros naturales se simboliza con la letra IN,

y en simbolos se puede expresar:

IN={0,1,23,4..}

Se lee: el conjunto IN es igual al conjunto formado por los

elementos 0, 1, 2,....

Recuerde que los puntos suspensivos indican que se pueden

seguir escribiendo mas elementos.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS

ACTIVIDADES

Situacion 1

Variacidon de Finanzas

“n o
il ] I_I

20
Erera Febrora Mum Abril

4
& 0
£ 404

meses

1. En el grafico se muestran las pérdidas y ganancias, o sea la variacién de las finanzas, de una empresa

durante el primer semestre.

a) Indique en qué meses la empresa tuvo pérdidas y en qué meses tuvo ganancias.

d) Calcule la diferencia del estado financiero entre los meses de enera y febrero.



Maternatica 11 - EGR3

Estd claro que utilizando los niimeros naturales solamente no es posible describir la variacion de finanzas.
Tampoco seria posible calcular la diferencia del estado financiero de los meses de enero y febrero con la
siguiente resta de ntmeros naturales: 100 - 200 =A partir del analisis de esta situacion se ve la necesidad de
"ampliar”el conjunto de los riimeros naturales. ;Como se lleva a cabo esta ampliacion?

SCudl es el NUMET0 OPUESLO AL UMY 57 ...ioveuiieesirursesnmeresssessssestnsssmnss e es e s sreessasee nenanresemsisenessese s sess
SCautl os Bl DGR D OPUESK GLTTIIIMENT S3% i amvonsorissmorbrotndimessmmsm s ssssnio s o s s A e S A R
Para encontrar el niimero opuesto al mimero 5, hay que pensar en un numero que, ubicado en la recta
numérica, esté a la misma distancia del O que el niimero 5. Este ntimero es el nimero 5. Es decir, que tanto el

5 como el -5 estdn a la misma distancia del cero. Ubique en la siguiente recta numérica los ntimeros 5 y -5.

R

2. Ubique en la recta numérica anterior el nimero -3 y su opuesto.
3. sPor qué el ntimero 3 es el opuesto del nimero -3?

o

PENSAR

Para cada numero natural "a", distinto de cero, existe su opuesto

El conjunto formado por los niimeros naturales y todos los
numeros opuestos a ellos forman un nuevo conjunto que es el de los
numeros enteros. También podemos decir que el conjunto de niimeros
enteros esta formado por los nuimeros enteros positivos (o naturales) y
los niimeros enteros negativos (nimeros opuestos a los niimeros
naturales).

El conjunto de los niimeros enteros se simboliza con la letra Z,
cuya notacion es:

Z={..-3,2,-1,0,1,2,3, ..}



Se lee: el conjunto de los nGmeros enteros es igual al NOTAS

conjunto formado por los elementos ...-3,-2,-1,0, 1, ...

Los nimeros enteros sirven para expresar cantidades de
temperatura sobre y bajo cero, montos de deudas como también
para resolver el punto d) de la situacion 1, que pide calcular la
diferencia en el estado financicero de los meses de cnero y febrero.

Recuerde gue el calculo a resolver es: 100-200 y que en el
conjunto de los niimeros enleros es posible resolverlo:

» 100 - 200=-100

El resultado es -100, Este nlimero es negalivo, lo que indica
que la empresa tuvo pérdidas en un monto de $100.000 entre los
meses de enero y febrero. Puede observar, a través de este gjemplo,
que cs posible resolver restas entre dos numeros enteros
cualesquiera y que se obtiene olro niimero entero.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACIONALES

Hasta el momento con ¢l conjunto de los nimeros naturales
y enteros hemos solucionado problemas propios del quehacer
cotidiano tales como ordenar, interpretar con cantidades negativas
situaciones como temperatura bajo cero, profundidad y altura con
respecto al nivel del mar, interpretacion de las finanzas de una
empresa, por nombrar sélo algunas. Como vera ahora, a partir del
analisis de las siguientes situaciones, sera necesario ampliar el
conjunto de los naimeros enteros.

Situacion 1

Usando los numeros enteros no es posible escribir
expresiones como las que se muestran a continuacion:

a) La temperatura exterior es de 25,5°C bajo cero.

RECORDAR

Recuerde que 25,5 °C es una cantidad de temperatura, donde
el 25,5 es 1a medida de dicha cantidad (el numero) y °C (grados
centigrados) es la unidad usada para medir la temperatura.

b) El 70% de los accidentes automovilisticos se deben al
exceso del consumo de aleohol del conductor. Esto significa que de
cada 100 accidentes automovilisticos, 70 de ellos se deben a
excesos de consumo de alcohol de los conductores.

c) La selva americana ocupa las cinco novenas partes de los
9.300.000 kmZ de la superficic de las selvas del mundo.

d) Por altimo, se pretende encontrar el cociente exacto entre

RSLERER SRR By SRS EI~S R A )
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TAS el numero 8 y 5, es decir resolver la division 8 : 5 y encontrar un
nimero que rnultiplicado por 5 dé por resultado 8, Lsta claro que
dicho cociente no es un niimero entero ya que no existe ningin
nimero entero que multiplicado por 5 dé por resultado 8.

Usted observard, a través de los ejemplos mencionades, que
en &) la medida de cantidad de temperatura exterior es 255y
ésle no es un numero entero, en b) que /0%, es equivalente a
expresar esle porcentaje con el namero TTI , (expresado en forma
fraccionaria) y que tampoco es un nlimero entero, én ¢) que para
indicar qué parte del total de la cantidad de superficie de selvas_
del mundo corresponde a la selva americana se usa el numero
que no es un numero entero y finalmente que, en d), el cociente de
la division entre los nimeros enteros 8 y 5 no es exacto en cl
conjunto de los numeros enteros. Pues ningun nUmero entero
multiplicado por 5 da 8.

: i ; 8 - 8
El cociente exacto entre 8 y 5 es . Pueslo que: 8:5 = 7,

porque—?—- 5=8(pues8:5=40y40:5= 8§).

Los nimeros que se han empleado tanto para expresar la
medida de una cantidad de temperatura, para indicar un
porcentaje de accidentes con determinadas caracteristicas, para
sefiglar una parte de un todo (superficie total de selva del
mundo), como para encontrar el cociente exacto de dos nameros
enteros, son nimeros racionales. Los ndmeros que perlenecen al
conjunto de los ntumeros racionales se simbolizan con la letra @.

En las situaciones anteriores se han utilizado nimeros
racionales escritos (o expresados) mediante una fraccion y
también mediante escritura decimal (el caso de 25,5). Mas
adelante profundizaremos sobre las formas de expresar un
nimero racional.

Por ahora diremos gue: un nimero racional escrito en
forma fraccionaria es el cociente exacto de dos numeros enteros,
siendo el segundo distinto de cero.

Por gjemplo:

En un nlmero racional escrito como [raccién:

i-, a y b son niimeros enteros y b es distinto de cero, se ticne
que:

G | Numerador (numera, indica cudntas pa rtesﬂ

b | Denominador (denomina, da el nombre a las partes) |

Una pregunta: ;los nimeros naturales y los enteros son
también numeros racionales?

94



ACTIVIDADES

1. Resuelva los siguientes cocientes:

a) —85 ........ b —— = . B S 8 === wauw 8 — = .

Resulindos:

a) -4 porque -4.. (-2) =8, b) 2 porque 7 . ( -5) = -10, ¢) 15 porque 15 . 2 = 30, d) 20 porque 20 . 1 = 20
e) -54 porque -54 . 1 = -54

A partir de los cocientes obtenidos podemos asegurar que:

1. Cualquier niimero entero, es posible expresarlo siempre
como un cociente exaclo de dos numeros enteros con la condicion
de que el denominador o divisor sea distinto de cero.

2. Todo nimero enlero se puede expresar como fraccién con
numerador igual a dicho nimero y denominador igual a uno.

PENSAR g

Podemos asequrar que todo entero es un numero racional, por ello
se dice que el conjunto de los ntimeros enteros (Z) esta incluido en el
conjunto de los niimeros racionales (Q).

Esta conclusién se indica simbélicamente: ZCQ.,
Se lee: el conjunto de los ntimeras enteros esta incluido en el

conjunto de los niimeros racionales.

DISTINTAS ESCRITURAS DE UN NUMERO
RACIONAL (FRACCIONARIA, DECIMAL).
EXPRESIONES DECIMALES FINITAS Y PERIODICAS

ACTIVIDADES

1. sLos nuimeros 27,5; 1,75 y -25, 5 son niimeros rdcionuales?

2. Con la calculadora realicen los siguientes coclentes escritos en forma fraccionaria y escriban la expresion
decimal que aparece en el visor.
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Notacién fraccionaria Notacién decimal

275
10

175

100

10

7

= 27,5

o]

li:*:l c.-‘~‘-~; \.Dl-b-

= 112112123

L
s

3. Observen, identifiquen y escriban log nimeros racionales cuyas expresiones decimales tienen un numero de
cifras decimales finito (se pueden contar, las cifras decimales no cubren todo el visor de la calculadora).

Si en lugar de usar la calculadora realiza el cdlculo en um pupel, observardn que llegan a un resto cero. Los
numeros racionales que poseen esta caracteristica son racionales decimales o simplemente decimales. Por
ejemplo, al realizar el cociente 275 : 100 se obtiene el numero racional 2,75 y el resto es cero.

4. Observen, ldentifiquen y escriban los nimeros racionales que tienen una expresion decimal en la que se

observan (en el visor de la calculadora) infinitas cifras después de la coma (las cifras decimales cubren todo el
visor de la calculadora).

En las expresiones decimales de estos nlimeros racionales se
observa que algunas cifras después de la coma se repiten
indefinidamente. Por ejemplo: 1,12121212.... Por ello, se llaman
expresiones decimales periddicas v a la cifta o cifras que se repiten
se las denomina periodo.

Estas expresiones decimales periodicas se pueden expresar
de esta forma: 112,

A continuacion se muestran dos cuadros referidos a los
puntos 3) v 4), en los que se muestra cada niimero racional
expresado como fraccion y en notacion decimal, con el proposito
de gue usledes comparen las cxprasiones decimales,



275
— =275
10

175
100

0,44444444444444 = 07

= 1,75
1,166666666666666... = 1,15

[}

255 o9

Lad [
RN

1,121212121... = 1,12
L =35 '

O &

Estos nameros racionales en su Estos nametos racionales, en

expresion decimnal tienen una su expresién decimal, tienen
cantidad finita de cifras infinitas cifras decimales, 1o
decimales, lo que indica que al que muestra que al realizar la
realizar la divisidn entre el divisién entre el numerador y
numerador y denominador de dencminador de la expresién
la expresién fraccionatia se fraccionaria, nunca se llegara a
llegara a un resto cero. un resto cero.

Estos nimeros racionales se Recuerde que con el arco se
llaman nameros racionales indican las cifras decimales
decimales o simplemente que se repiten infinitamente, es

nameros decimales. Por lo que,  decir, el periodo,

. . .3
por ejemplo, los nimeros ;3

)
1,75; 0,22 son numeros

decimales.

PENSAR

Todo nitmero racional puede escribirse en notacién fraccionaria

-mediante una fraccién- o en notacion decimal o expresion decimal como
un niimero con coma decimal. Esta expresion decimal puede ser finita o

infinita periédica.

ALGUNOS NUMEROS IRRACIONALES

Lea los siguientes ejemplos:

a) y4=2 porque 22=22=4

by y16=4 porque 42=4-4 = 16

Al caleular la raiz cuadrada de 4, en el ejemplo a), se busca
un nurmero racional positivo que elevado al cuadrado
(multiplicado dos veces por si mismo) dé por resultado 4; dicho

nimero es 2 (resultado de la raiz). De manera similar se procede
en el ejemplo b).

Comjuntos rmuméncos

27




Matematica 1

=

Ahors le proponemos (rabajar con el calculo de la siguiente
rafz cuadrada: v/3 (raiz cuadrada de 3). Recuerde que si usted desea
calcular esa raiz tendra que buscar un numero Gue elevado al
cuadrado, es decir multiplicado 2 veces por si mismo, dé por
resultado 3. Si prueba con 1,57 (1,5 - 1,5) obtiene 2,25 y es menor
que tres. Si ahora prueba con 1,77 (1,7 - 1,7) da como resultado 2,89
y es menor que tres. Quizds pensé en probar con 1,87 (1,8 - 1,8); da
por resultado 3,24 y resulta ser mayor que tres.

Si sigue probando con otros valores puede obtener
resultados mas proéximos a tres, pero le sera imposible encontrar
un numero racional que elevado al cuadrado dé exactamente tres.

Si emplea la calculadora encontrara que {3, cifras mas ¢
cifras menos, es igual a un nimero en notacién decimal como el
siguiente:

\fB = 1,732050807568877293527446341505..... puede observar
que las cifras decimales son infinitas y no periddicas, por lo que no
es un ndmero racional.

Lo mismo ocurre con otras raices que tienen la misma
caracteristica, es decir, que no dan por resultado un nimero

racional, como son las raices: y7, v/5, v2, ¥3.

A cstos numeros se los denomina numeros irracionales.

ACTIVIDADES

Posiblemente penso en que es infinita, es decir, que tienen
infinitas cifras decimales. Pero a esta caracteristica se le agrega
otra: las cifras decimales no son periddicas.

Hay otros nimeros gue tienen esta misma caracleristica en
su parte decimal, como el conocido nimero pi (x) que es utilizado
para calcular la medida de la longitud de la circunferencia (= - d,
donde d es el didametro) y la medida de la cantidad de superficie de



un circula (a0 r2, donde r es el radio). La eseritura deciinal del
numero "pi" tiene infinitas cifras decimales no periédicas, como se
muestra a continuacion: n = 3,141592653589/93238462643383279...
Dadas las caracteristicas de este nimero, podemos decir que es un
nimero irracional.

Estos niimeros analizados pertenecen al conjunto de los
numeros irracionales,

PENSAR

El conjunto de los niimeros irracionales se simboliza asi: 11.

Los elementos de este conjunto son raices no exactas (raices cuyos
resultados no son enteros) o bien niimeros que expresados en notacion
decimal tienen infinitas cifras decimales que no son periédicas.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

Si se retnen todos los numeros racionales y los numeros
irracionales se obliene un nuevo conjunte numérico llamado
conjunto de los nlmeros reales, que se simboliza asi: R.

In el siguiente esquema se muestra una sintesis de las
sucesivas ampliaciones de los conjuntos de nimeros naturales,
enteros, racionales e irracionales.

3!
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PENSAR

El conjunto de los numeros reales se simboliza con R y se define
como:
R=0Q U I

Se lee: el conjunto de los ntimeros reales es igual al conjunto de
los ntimeros racionales mas el conjunto de los niimeros irracionales.

RECORDAR

NEZCQ

Se lee: el conjunto de los nlimeros naturales esta incluido en
el conjunto de los nimeros enteros y éste esta incluido en el
conjunto de los niimeros racionales,

1 conjunto de los niimeros racionales y el conjunto de los
numeros irracionales no tienen elementos en comun. Es decir, no
existe un numero gue sea racional e irracional a la vez.

Un numero real es un nimero racional (se puede expresar
como el cociente de dos niumeros enteros con el denorninador
distinto de cero) o es un nimero irracional (numero que expresado
en notacién decimal tiene infinitas cifras decimales no periodicas).

ACTIVIDADES

1. Realicen la siguiente actividad uniendo con flechas cada numero con el o los conjuntos al que pertenece. Les
puede ayudar la observacion del diagrama de los niimeros reales. Se muestra un ejemplo.

-15
IN
25 \
0,3 N 7
g
4 k. Q
g
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R




Conjuntos NUMAnRes

LA RECTA REAL NOTAS

Los niumeros pueden ser representados en una recta R,
llamada recta real. Para ello se graduara la recta a partir de una
unidad, como muestra la figura.

Para graduar la recta se considera un punto "o"y se elige un
segmento U como unidad para medir. Luego se dibujan segmentos
congruentes al segmento U en forma consecutiva a partir del
punto o a izquierda y derecha del mismo y a cada punto se le
asigna un numero entero.

q U Fig. 1
- +
2 A 0 B 2 3R

RECORDAR

Recuerde: una recta puede pensarse como un conjunto de
infinitos puntos.

Observe la recta numérica R y responda: jcada punto de la
recta R tiene asignado un nGmero entero?

Por ello, suele decirse que los nimeros enteros al ser
ubicados en la recta numérica "no cubren" toda la recta, ya que
quedan puntos de la misma a los que no se les puede hacer
corresponder un nimero entero.

sEntre dos nimeros enteros siempre es posible encontrar
otro nimero entero? Piense por ejemplo en los ndmeros enteros 2
y 3 shay otro nimero entero entre ellos?

Si ahora tienc que ubicar en la recta numérica un namero
racional, por ejemplo el ndmero - : jentre qué nuimeros enteros lo
ubicaria? ;Por gué?

Para represenlar nimeros racionales, como por ejemplo, =,
y como es un nimero racional que es menor que uno y mayor a
cero (tiene el numerador menor al denominador 3<5), se ubica en



Matematica Ii - EGR3

NOTAS

la recta numnérica entre los puntos correspondientes al nimero 0 y
al numero 1. Por ello se fracciona el segmento a cuyos extremos le
corresponden los numeros O y 1 en tantos segmentos o partes
como lo indica el denominador. Observe que las partes son todas
congruentes, es decir son segmentos congruentes {segmentos
equivalentes en longitud). En este caso el segmento unidad esta
fraccionado en S partes equivalentes porque el denominador del
nlmero racional a representar es 5 y se sefala la tercer "'marca” o
parte, porque el nurnero a ubicar en la recta tiene numerador ires.
De esta forma queda ubicado el punto al cual se le asigna el

ngmers =,
5
Fig. 2
il . - [l uy [ | I T W . 1 [l -
- L] L) T T L] LI 1] LI [] T L] -
3 5 2 5 - 0 3 1 2 25 3 R
2 5

Ahora marque el punto medio del segmento cuyos extrernos
tienen asignados los numeros 0y _r;L . A ese punto asignele el

nimero racional > .
10
De esta manera, si procede de forma similar y marca el
punto medio del segmento cuyos extremos tienen asignados los

numeros 0 y 136 :

A dicho punto le debe asignar el nimero racional 2% .y asi se
podria continuar esta asignacion indefinidamente.

Seguramente, si ubico los puntos que le corresponden a los

nuameros 0, % , % , 23—0 debe haber obtenido una representacién

como la siguiente; en la que se muestra sélo el segmento de la
recta numerica que tiene por extremos los puntos
correspondientes a 10s numeros 0y %

Fig. 3
1 1 e . ]
T 1] L L] L]
0 32 2 2 3
30 20 16 5

Notaréd que se pueden seguir sehialande infinidad de puntos
maés, a los que se les asigna su correspondiente namero racional
siguiendo este procedimiento de serialar el punto medio de cada
segmento que se considera, como se efectud en el analisis anterior,

Esta caracteristica setiala que siempre es posible encontrar
entre dos nimercs racicnales otro numeroe racional. Pero a pesar
de poseer esta caracteristica, 51 Se representaran 1odos 108



numeros racionaies en la recta numeérica no alcanzarian a "cubrir’
toda la recta numeérica. Es deciy, hay puntos que no tienen
asignado ningin numero racional. Esos puntos son los que
corresponden a los ntmeros iiracionales. De esta manera, si se
representan todos los numeros racionales y todos los numeros
irracionales, es decir los ndmeros reales, sucede que a cada punto
de la recta numérica R le corresponde un nimero real y viceversa,
a cada numero real le corresponde un punto en la recta.

Para representar nimeros irracionales emplearemos su
expresion decimal para ubicarlo en la recta numérica, Asi, para
ubicar el nimero irracional ¥2 (raiz cuadrada de 2) se considera su
expresion decimal: 2 = 1,414213...... sEntre qué nimeros
racionales lo ubicaria? Marque en la siguiente recta numérica los
puntos correspondientes a los ntimeros racionales entre log que
ubicaria el numero irracional v2.

Fig. 4
11 1,5 1.9
- [ ] i i ] i L i i i L [l 'l P
d n | ] 1 L T 1 ] T L T L | Ll
4] 1 2 R

En la recta numerica anterior marque aproximadamente el
punto al que le corresponde el numero irracional y2 = 1,414213......

Conclusiones

En la fig.1 se cbserva que al ubicar los numeros entercs en la
recta numerica quedan puntos que no tienen asignado un namero
entero, es decir que 10s niimeros enteros "no cubren” toda la recta
numérica. Entre un par de nimeros enteros consecutivos no existe
otro numero entero.

PENSAR

1. Por esta caracteristica se dice que el conjunto de los niimeros
enteros es discreto.

En las fig.2 y 3, se observa que ertre dos nitmeros ractonales
siempre es posible encontrar otro nitmers racional,

PENSAR

2. Por esta caracteristica el conjunto de los nitmeros racionales es
denso.

COnjuntos nmernaos

e E——
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De todas modos, st se ubicaran todos los ntimeros racionales
quedarian puntos de la recta a los que no les corresponderia ningtiin
numero racional, es decir que no es posible "cubrir" toda la recta
numerica.

PENSAR

Para cubrir toda la recta numeérica es necesario representar a
todos los ntimeros racionales y a todos los irracionales, es decir ubicar
los nitmeros reales.

A partir de esta ultima observacion podemos asegurar que la
recta esta completa.

Al ubicar los ntimeros reales en la recta numérica "se cubren"
todos los puntos de la misma, ya que a cada nimero real le corresponde
un punto de la recta y a cada punto de la recta le corresponde un
numero real.

-L RECORDAR

En adelante cuando nos refiramos a un numero y no
aclaremos a qué conjunto numético pertenece dicho nimero, es
decir, cuando no se especifique: "nimero racional”, "ndmero
natural’, "nGmero entero” o "nlmero irracional’, es porgue el
numero considerado es un "nimero real”. Estudiaremos estos
numeros por lo que acordaremos que cuando consideremos un

namero, eslaremos considerando un nimero real.
VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL

Seguimos trabajando sobre la recta numérica. Observe el
siguiente grafico y particularmente cada una de las Haves.

|5|_5 V| i
El *2|=2
__A__ ..A__
r Y 4
e, T 1 T -1 T 1+ T >
3 mr 2 45 A 0 3 1 2 25 3 R

Cada una de las llaves estd indicando la distancia en la recta
numeérica de los nimeros - l’- y 2 al namero cero. A esta distancia
se la llama médulo o valor absoluto del ntmero -< y médulo o
valor absoluto del namero 2. '

Simbélicamente el médulo se indica;

e |-7] = 2 se lee: el ;odulo o valor absoluto del niimero 2 e5
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igual a 2 y se interpreta gue la distancia del numerg -2 al niimero
Cero en la recta numeérica es igual a 2.

5 =

o |- 5= se lee: el médulo o valor absolulo del nimero
eg igual a 2 y se interprela que la distancia del numero - = al
nimero cero en la recta numeérica es = .

n (17

LA

ACTIVIDADES

1. Observe que el modulo de un mimero siempre es un numero positivo. sPor qué cree usted que
esto es asi? (Para responder piense en el significado de médule en relacién a la nocién de distancia).

PENSAR

Se llama valor absoluto o modulo de un numero real a la
distancia de dicho nttmero al cero. Esta distancia es siempre un nimero
real positivo.

Simbdélicamente: "a" es un nitmero real |a | y se lee: médulo de a.
NUMEROS OPUESTOS

1. Observe la siguiente recta numeérica y los nimeros
ubicados en ella.

[42] =2 2] =2

~— i —
A2 0 V2

a) ¢Qué puede decir acerca de las distancias al numero cero
de los nimeros 42 y 4?2 respectivamente?
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PENSAR

Dos nilmeros reales son opuestos si tienen el mismo valor
absoluto 0 madulo y distinto signo.

ORDEN

Para ordenar nameros reales es necesario compararlos. Lsta
comparacion se realiza a través de los valores absolutos de las
expresiones decimales de los numeroes racionales o irracionales.

ACTIVIDADES
1. Complete con mayor (>), menor (<) o igual ( =) seguin corresponda.
4 4 2
a) 5 - B G751 i 0,75 o 5 o d) 0.8 .oovereen 40,25

1]

Para comparar estos dos nmeros racionales, cuando uno
esta expresado en notacién fraccionaria y el otro en notacién
decimal, le sugerimos expresar ambos nlimeros en una misma
forma.

Exprese el nimero en notacion decimal o el nlimero 0,25 en
notacion fraccionaria.

Seguramente, si opté por trabajaren notacién decimal,
obtuvo:

4

5 = 044444 = 0%
[n este caso la parte entera es la misma; entonces sera

necesario comparar la parte decimal.

Para ello iguale el orden decimal de los ntrneros, -en este
caso deberian ser del orden de los centésimos (ambos niimero
deberian tener dos cifras decimales)- y compare la parte decimal
obtenida.

Debe comparar 0,44 (cuarénta y cuatro centésimos) y 0,25
(veinticinco centésimos). Se tiene que 44 > 25 luego como ambos

nimeros son positives, se puede expresar i 0,25,

Pera también pudo considerur la expresion fraccionaria de
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0,25 y asi obtener; 0,25 = 106 ¢Cual es la fraccion irreducible NOTAS

2
: 10
equivalente a 22 9
100

sRecuerda esta expresion?

Para responder a esta pregunta debe recordar qué es una
fraccién equivalente, cOmo se obtiene y qué es la expresion
fraccionaria irreducible de un ntmero racional.

;Qué es una fraccion equivalente?

ACTIVIDADES

2 .
1. Le proponemos colorear las dos octavas partes ( 8—)512 este rectangulo:

2. Ahora coloree la cuarta parte ( » )dél siguiente rectdngulo (que tiene las mismas medidas que el anterior).

3. Compare las partes sombreadas del rectdngulo. sC6mMO resultan? ...

4, Observe a continuacion una posible representacion de los rectdngulos fraccionados: el primero en cuartos y el
sequndo en octavos. Se ha coloreado en el primero una cuarta parte del rectangulo y en el sequndo dos octavas
partes del mismo. No necesariamente las representaciones que obtuve antes deben colncidir con éstas, pero

deben resultar equivalentes, es decir, representar la cuarta parte en un caso y las dos octavas partes en el otro.

37
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Como la parte sombreada en ambos casos representa la misma porcion de rectdngulo se dice que ambas
[racciones son equivalentes y se escribe: ;~ = 4

Si observa esta expresion y divide numerador y denominador de la primera expresion por un mismo nimero
por 2 ;Qué obtiene?

Efectivamente al dividir numerador y denominador de una fraccion por un mismo niimero entero (distinto de
cero) se obtiene una fraccion equivalente a la dada. Se dice que la primera expresion se ha simplificado.

5. ¢Qué sucede si al numerador y denominador de una fraccion se log multiplica por un mismo nimero? Pruebe
con un ejemplo, por ejemplo con -, y realice la representacion grdfica de ambas expresiones coloreando la parte
del rectdngulo correspondiente a cada expresion en cada uno de los rectangulos gue tienen las mismas medidas.

a) Compare la parte coloreada e indigue cdmo resultan estas dos fracciones.

(OTAS Al multiplicar numerador y denominador de una fraccién por
un mismao numero entero (distinto de cero) se obtiene una fraccion
equivalente a la dada.

;Como se obtienen las fracciones equivalentes a una dada?

Creemos gue usted ya estd en condiciones de responder al
inlerrogante planteado. Revise el camino que ha seguido y hagalo:

Para obtener fracciones equivalentes a una dada, se debe

_____ ... multiplicar o dividir el numerador y el denominador de la fraccién
por un mismo numero entero distinto de cero.

a8
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;Qué es la expresién irreducible de un nimero racional NOTAS
expresado como fraccidon?
‘ s
Considere la fraccion 355, simplifiquela complete el cuadro
con la fraccion equivalente obtenida:

A la nueva fraccion: jes posible volver a simplificarla’ U OO VOUT R DRUPPPRU PRI
Hagalo todas las veces que pueda y escriba la Gltima expresion
que obtenga.

25
w00 T T
Esta altima expresion obtenida, % es la expresion L T
irreducible de =2 .
100

Para encontrar la expresion irreducible de un nimero S
expresado como fraccién se busea una fraccion equivalenteala ... . U
dada pero que no sea posible simplificarla.

. . . 4
Ahora hay que comparar dos expresiones fraccionarias: 3 vy e :
1 . ,
T +Como 1o hace? TR TP

Muestre, a través de un grafico, como compararia estos
nameros expresados en notacidon fraccionaria.

A continuacion le presentamos el rectangulo fraccionado. En STV :
el mismno, coloree con un color las cuatro novenas | = partes del
mismo y con otro color la cuarta (%- ) parte del mismio. e

JEn cuantas partes quedo fraccionado el rectangulo? Utilice

ese numero de partes y escriba, para cada parte representada, una = ... T e

fraccidn equivalente que tenga el mismo denominador. B R PRP
4 [ S

g B 4 e

Compare lag fracciones obtenidas. ;Cual de las partes IR UPR PPN s,

representa una mayor porcidn del rectangulo? ... B SO PURURRUNR
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MNOTAS

Ahora complete el siguiente cuadro con "<” o ">" seguin
corresponda:

i = también la expresid ulvalente: A 25
T ¥ presion equivalente: { g - 727

Le solicitamos que analice cémo compard estas fracciones y
plense como podria comparar dos nameros racionales si no
contara con la representacién grafica.

Posiblemente pensd que en primer lugat se deben buscar
fracciones equivalentes a las dadas pero de igual denominador,
para luego comparar los numeradores de estas fracciones
equivalentes y poder comparar las fracciones dadas inicialmente.

El razonamiento es muy similar al antenor. Pero cuidado que
ambos NUMeros son negativos.

Para -0,751y -0,7 se compara la parte decimal del orden de
los milésimos: -751 > -755. Como ambos nimeros son negativos

4 2
En este caso se presentan alternativas nuevamente para la
comparacion: una es calculando la expresion decimal de cada

fraccién y 1a otra es comparando las expresiones fraccionarias.

Exprese los nuumieros dados en notacién decimal y
comparelos. Escriba todos los pasos seguidos:

Ahora le proponemos trabajar con las expresiones
fraccionarias de dichos numeros racionales, y trabajar en forma
similar a la de la situacion a} y comparar los numeros racionales
4 2

- ¥

7 3

Compare el camino que siguié con el que se le propone a
continuacién. Recuerde que estos pasos seguidos son una
alternativa y no la Gnica. Usted puede seguir otro camino y llegar
al mismeo resultado final.

Como log denominadores de los nameros racionales % v %
son distintos, el primer paso es calcular fracciones equivalentes a
las dadas pero con la condicidn gue tengan el mismo
denominador.
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Para deterrinar cudl es el denominador de las fracciones NOTAS
equivalentes, v que sea el mismo denominador, debe ser un
multiplo comun a ambos denominadores; en este caso un multiplo
de7y3.
Por ello, se calcula el multiplo comin menor entre los TP
denominadores dados: mem (7, 3) =21,

Luego, mediante la amplificacién, se construyen fracciones
equivalentes a las dadas pero cuyo denominador sea 21 ST U PR U

Obtenga las expresiones fraccionarias equivalentes: e O

3 .7 1_ e e e

Igualados los denominadores se comparan 105 DUMETadores. ...

Completa la linea de puntos 12 ... 14, resulta —;—i'- < 12

21

Por lo tanto, complete segun lo concluido con el signo

o U

correspondiente "<" o ">"

_4 ,,,,,,, _2 ..............................
7 3

* Entre dos ntimeros positives es mayor el nitmero de mayor valor
absoluto. Es decir, el que esta a mayor distancia, hacia la derecha,
respecto del cero.

* Entre dos nitmeros negativos es mayor el de menor valor absoluto.
Es decir, el que esta a menor distancia, hacia la izquierda del cero.

* Si dos nitmeros tienen distinto sigho, es mayor el positivo.

INTERVALOS DE NUMEROS REALES

ACTIVIDADES

Andrés y Nicolds estdn realizando una investigacién sobre la cantidad de robos que se denuncian durante un
mes en unda comisaria. Andrés le dice a Nicolds:

- Yo llego a las 16:30, te espero 10 minutos en la esquina de la comisaria, si no llegds en ese intervalo de
tiempo entro y te espero en la oficing de recepcion de denuncias.

Nicolds llegé a las 16:45 a la esquina. ;Se encontrd con Nicolds?
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FL ]

a) ¢En donde estaba Andrés cuando lleyo Nicolds a la comisaria?

b) Interpretamos esta situacidn utilizando una recta en la que se representa el tiempo de espera de Andrés en
; :
la esquing.

— j —

16:30 16:40

51 se pinta el tiempo de espera transcurrido se obtiene:

— —

16:30 16:40
El segmento pintado es un intervalo (de tiempo).
¢) ¢Cudntos minutos esperd Andrés a Nicolds en ld oficina?

PENSAR

Los intervalos de niimeros reales estan formados por dos ntimeros
reales distintos y todos los niimeros reales comprendidos entre ambos.

Geométricamente, se representan por medio de un segmento de la
recta numeérica o por una semirrecta, y, en algunos casos, con la misma
recta numérica.

Tipos de intervalos

a) Intervalos acotados

Geomelricamente se representan por medio de segmentos de
la recla numeérica o recla real,

» Intervalo cerrado

ACTIVIDADES

1. Para representar un Intervalo cerrado siga los siguientes pasos:

@) Represente sobre la recta numérica los nimeros -1 y 2.

42



b) Senale con un color todos los punios correspondientes a log niimeros reales comprendidos entre -1y 2 y con
el mismo color margque también este par de numeres.

¢) Al terminar, sequramente le ha quedado dibujado un segmento de recta como se muestra a continuacion. A
los ntimeros que corresponden a los exiremos del segmento se los llama extremos del intervalo.

o | L I o | R
=il T I 1 ik
-2 -1 G 1 2

- 7

Este intervalo real cerrado se simboliza encerrando los extremos del segmento con corchetes.

f

[ -1, 2 | se [ee: intervalo cerrado de extremos -1y 2.

A este intervalo pertenecen todos los ntimeros reales que son mayores o iguales al numera -1 y menores o
iguales al niimero 2. Fs decir, pertenecen a él los ntimeros reales comprendidos entre -1 y 2 y los exlremos que
son los niimeros -1 v 2. Por eso se resaltan los extremos con circulos pintados de negro y los puntos
comprendidos entre ellos.

* Intervalo ahierto

ACTIVIDADES

1. Para representar un intervalo real abierto siga los siguientes pasos:

a) Represente sobre la recta numeérica los nimeros -1 y 2,

b) Seflale con un color todos los puntos correspondientes a log niimeros reales comprendidos entre -1y 2. En
este caso no coloree los puntos -1 y 2.

_IsO
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Este wnterualo reul abierto se simbolizu encerrando lus exiremos del segmento con paréntesis porgue no se
conglderan los exiremos 1y 2.

(-1,2), se lee: intervalo real abierto de extremos -1 y 2. Este interualo estd formado por todos los ntimeros reales
mayores al nimere real -1 y menores que el niimero real 2. I's decir, pertenecen a €l todos los niimeros reales
comprendidos entre -1 y 2 y excluye a los extremos que son los ntimeros -1 y 2. Por eso se indican los extremos
del seqgmento representado en la recta numérica con circunferencias y se sefialan s6lo los puntos comprendidos
entre ellos.

2. Observe con atencion el siguiente intervalo e interprételo simbdélicamente. Preste mucha atencion a los
extremos del mismo.

A

;E"" : ' “3,," R

En este caso gl intervalo no pertenece el extremo al que se le asigna el numero -1, pero si pertenece el otro
extremo, al cual se le asigna el numero 2, Entonces se simboliza: (-1; 2]

b) Intervalos no acotados
Geomeétricamente se representan con semirrectas o con la

misma recta real. Recuerde que o0, es el simbolo que indica infinito.

ACTIVIDADES

1. Dibuje una recta real o recta numérica y sefiale con color todos los puntos correspondientes a los niimeros
reales que sean mayores o lguales a 4.

Posiblemente su dibujo quedo ast:

i <t > R

4

Que simhdlicamente se indica: [ 4; + o) y se lee: intervalo cerrado 4 mas infinito. A este intervalo pertenecen
todos los numeros reales que son mayores o iguales a 4 y se representa por medio de una semirrecta.

Recuerde que en la recta se muestra sélo una parte de la misma, pero las flechas indican
que ésta es nfinita.

2. Represente sobre la recta numérica el conjunto de niimeros reales menores gue 3.
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3. A continuacion se muestra la representacion para que la compare con la suya. Atencion que solamente se
pretenden sefialar los nimeros reales menores gue 3.

1
:
w—c}}
i
=)

Que simbdlicarnente se indica: (- o0, 3) y se lee: intervalo real abierto menos infinito, tres. A este intervalo
pertenecen todos los niimeros reales que son menores que 3 y se representa por medio de una semirrecta.

PENSAR

Dados dos nimeros reales "a" y "b" distintos y a < b se define:
a) Intervalos acotados: b) Intervalos no acotados.
Solamente se muestran algunas
* intervalo real cerrado [ a; b | generalizaciones.
%R a: 0o
a b [a; )
e > R
) a
* Intervalo real abierto (a; b))
[-00;a)
T | - =——>R
8 b a

MULTIPLOS Y DIVISORES DE UN NUMERO NATURAL

ACTIVIDADES

I. Resuelvan las siguientes situaciones:
Situacion 1

Juan tiene que cumplir 20 horas de trabajo y lus puede cumplir bajo las siguientes condiciones: en une o mas
dias pero siempre debe cumplir un nimero entero de horas per dia e igual niimero de horas por cada aia,
¢Cudles son todus las posibilidades de cumplirlas?

Una posibilidad seria trabajar 1 dia y cumplir las 20 hotas. Otra posibilidad seria trabajar 2 dias, pero
seudntas horas por dia deberfa trabajar para cumplir las 20 horas en ese tiempo?

1 Juan piensa trabajar S dias, jcudntas horas deberd trabajar cada dia?

9]



St continuan asf encontrard todas las posibilidades.

Para responder de manera organizada a esta situacion, les proponemos completar la siguiente tabla, en donde
en la primer columna aparece el nitmero de dias y en la sequnda el niimero de horas que trabajard en cada uno
de esos dias para, en total, cumplir las 20 horas requeridas.

Ntiimero de dias a trabajar Ntmero de horas por dia

2. Piensen y respondan:
@) ¢Padria trabajar solo 3 dias, el mismo numero de horas cada dia y cumplir con las 20 horas? ;Por qué?

Seguramente las respuestas a las dos preguntas anteriores fueron negativas ya que en el primer caso ne hay
ningun nitmera entero que multiplicado por 3 dé por resultado 20, y para el segundo caso no hay tampoco un
riiimero entero que multiplicado por 7 dé por resultado el ntimero 20.

3. Esta situacion se debe a gue el 20 no es miultiplo de 3 nide 7, 0 lo que es equivalente, el 3 y el 7 no son
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divisores del niimero 20. ;Por qué el 3 no es divisor del nimero 20¢

4. F1 ntimero 7 tampoco es divisor del nimero 20 porque no existe un nimero entero que multiplicado por 7 dé
por restitado 20.

a) ¢Cudles son los divisores de 207

Si comparan sus respuestas con los numeros de la tabla que da respuesta a la situacién planteada
anteriormente, seguramente coinciden. Los nimeros que aparecen en la tabla: 1, 2,4, 5, 10 y 20 son los
divisores o factores naturales del niimero 20,

b) sQué resto obtienen al dividir el ntimere 20 por cada uno de esos divisores?

Si obseruan el recuadro podrdn también comprobar que D =d -c+ 7.

Por glemplo: 20 =4 -5 + 0.

Ademds, como en los casos que estamos analizando el resto (1) es cero,
n.ain

Entonces podemos decir que: si un niimero "d" es divisor de otro "D”
existe un nitmero "c" que multiplicado por "d" da como resultado "D". Es

Dividendo (D) l Divisor (d)

i M . o Resto (r) Cociente (c)
decir, 4 es divisor de 20 porque existe 5 que multiplicado por 4 da como
resultado 20.
RECORDAR A
tFlJ
Divisores de un numero natural
Un numero natural "a" distinto de cero es divisor de otro nitmero
natural "b" si existe un numero natural "c" que multiplicado por "a" da
como resultado el niimero "b". a-b=c
¥¢ L producto o
: _rr resultado
Por ejemplo, los divisores naturales de 6 son: 6, 3, 2, 1. factores
Justifigue por qué dichos ntmeros son divisores de 6. a y b son nimeros enteros

ACTIVIDADES

1. Piensen en todos los productos posibles entre nimeros naturales cuyo resultado sea 24 y escribanlos.
Porgempls 1424224 | iiseimasier 0 e

D f= e

a7
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St consideran el conjunto formada por todos los factores de dichos productos se obtiene el conjunto de todos los
divisores naturales de 24 y se simboliza:

24={1,2,3,4,6,8, 12, 24}

Se lee: el conjunto de los divisores naturales del ntimero 24 esta formado por los niimeros 1, 2, 3,4, 6, 8, 12
y 24,

Situacion 3

Dados los siguiente productos:

1-6=6

2. 3=58

Lean con atencion las siguientes expresiones:

Los numeros 1, 6, 2 y 3 son los divisores naturales del niimero 6.
Ll numero 6 es multiplo del numero 1.

El numero 6 es multiplo del numero 2.

Ll numero 6 es multiplo del numero 3.

El niimero 6 es multiplo del niimero 6, es decir que es multiplo de si mismo.

1. Lscriban los elementos que forman el conjunto de divisores naturales de 6.

Si analizan el camino seguido en las situaciones 1, 2 y 3 parg hallar los divisores de un nimero natural,
encontrardn que es conveniente primerc hallar todos los productos de factores naturales cuyo resultado sea ese
nimero y luego anotar cada uno de los factores, obteniéndose el conjunto de divisores naturales de dicho
numero.

Situacion 4

1. Observen algunos multiplos naturales de nimeros naturales:

) Algunos multiplos naturales del nimero 5 son: 0, 5, 10, 15, 20, ...
) Algunos multiplos naturales del nimero 3 son: 0, 3,6, 9, 12, ...

o) Algunos multiplos naturales del mimero 7 son: 0, 7, 14, 21, 28, ...

2. Ahora observen algunos de los productos o resultados de la tabla del 5:

a5 -
b)5-

I
5

5

(e
N = o

1]
[

55}

W
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4. Ahora escriban algunos de los productos o resultudos de la tabla del 3:

Es decir que si se quieren encontrar los multiplos naturales de un niimero, hay que escribir los resultados de
cada producto de dicho ndmero con otro nimero natural cualquiera.

También se puede pensar en el conjunto de los miltiplos naturales de 7 y se simbolizo:
(7) =10, 7, 14, 21, 28, 35,.:...}

6. Completen los siguientes conjunios escribiendo algunos de sus elementos:

PENSAR

Multiplos de un ntimero natural. Los milltiplos de un niimero
natural son aquellos niimeros que se obtienen al multiplicar este
niimero por cualquier otro nitmero natural.

ACTIVIDADES

1. A ‘modo de prdctica, y teniendo en cuenta los conceptos de divisor y muiltiplo de un nimero natural,
le propongo que:

a) Escriba todos los divisores naturales del nimero 8.
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NUMEROS NATURALES PRIMOS
Y NUMEROS NATURALES COMPUESTOS

m ACTIVIDADES

2. Observen los conjuntos de divisores que obtuve. A continuacion completen con fos mimeros naturales 1, 2, 8
10y 11 seguin corresponda:

) L.oS NUMEros NALUTALES ..eeceererrieerrereneeriesennns AR S B SR e tienen solo dos divisores.
h) Los nitmeras RATUIAES ..ovoviviniiriiinninsso e (o s tienen mds de dos divisores,
&) Ebmvimers satiiral omanasnmnnsnian tiene un solo divisor,

De acuerdo al andlisis realizado, los nimeros naturales que
tfienen solo dos divisores -el mismo numero y el nlimero uno- son
numeros primos. Por ello, los ndmeros naturales 2 v 11 son
primos, Los numeros naturales que tienen mas de dos divisores,
como el nimero natural 8 y el 10, son numeros compuestos.
Mientras que el nimers 1 que tiene s6lo un divisor no es ni primo
ni compuesto.

PENSAR

Ntimeros primos: un ntimero natural es primo si solo tiene dos
divisores (¢l mismo y el niimero 1).

Ntimeros compuestos; un nimero natural es compuesto si tiene
mas de dos divisores.



Nota: de acuerdo a la definicion de niimero primo y de niimero
compuesto el niimero 1 no es un niimero primo ni compuesto.

CT ADES

Conti

alos

NwTerico:

1. Teniendo en cuenta los conceptos de niimeros primos y compues!tos:

@) Encuentre todos los divisores naturales de 17, 5, 4, 9.

by ndique de los siguientes ntimeros; 17, 5,4, 9, cudles son primos y cudles son compuestos.

Respuestas:

a) a7 ={17,1}; a5 ={5,1}; ad ={4,2,1}; a9= 9,3, 1

b) Son niimeros primos: 1/ v 5. Son niimercs compuestos: 4y 9

CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD

Existen reglas que facilitan la busqueda del conjunto de los
divisores de un namero natural y permiten identificar en forma
agil sl un nimero es o no miultipio de otro; es decir si es divisible
por otro. Estas reglas reciben el nombre de crilerios de
divisibilidad.

A continuacion se muestran los criterios gue se utilizan con
mads frecuencia:

RECORDAR

a) Un numero es divisible por 2 si la ltima cifta es maltiplo
de dos, es decir si el niimero termina en 0,2,4,6 u 8. Por ejemplo:
128 es divisible por 2.

b) Un numero es divisible por 3 si la suma de sus cifras es
muiltiplo de 3. Por ejemplo: 270 es divisible por 3 porque 2+ 7 + 0 =
9,y 9 es multiplo de 3.

c) Un nimero es divisible por 4, si las dos altimas cifras
determinan un numero gue s multiplo de 4. Por ejemplo 216 es
divisible por 4, porque 16 es multiplo de 4.

d) Un nimero es divisible por 5 si la Gltima cifra es multiplo
de cinco, es decir el nimero termina en 0 0 5. Por gjemplo: 250 y
235,

€) Un namero es divisible por 6, si es divisible por 2 y 3. Por
ejemple: 336.

f) Un nimero es divisible por 9, si la suma de sus cifras es
multiplo de 9. Por ejemplo: 198 es divisible por 9 porque 1+ 9+ 8 =
18 y 18 es maltiplo de 9.
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g} Un nwmero es divisible por 10, 100, 1000;..., si termina
respectivamente en 0, 00, 000,.... Por gjemplo: 20 es divisible por 10
y 4000 es divisible por 10, por 100 y por 1000.

ACTIVIDADES
1. Dados los siguientes niimeros: 326; 357; 324; 330; 16; 27 y 18:
a) Escriba los ntimeres de la lista que sean multiplos de 2.
; A S i . Nota.
b) Escriba los nimeros de la lista que sean nuiltiplos de 5. Si 240 es divisible por 5

también podemos decir que
¢) Escriba los ntimeros de la lista que sean multiplos de 10. 240 es multiplo de 5.

d) Escriba los numercs de la lista que sean multiplos de 4.

e) Lseriba los numeros de la lista que sean multiplos de 9.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA

- . . Situacion 1

...... Tvgas ; i Complete las siguientes lineas de puntos con los nimeros
naturales primos gue faltan para que el producto de dichos
numeros sea igual al ndmero indicado en cada caso:

Todo nGmero natural compuesto puede expresarse como un
producto de niimeros naturales primos y esta expresion es dnica,
independientemente del orden en que se escriban los factores.

Por ejemplo;

6 =2.3 observe que 2 y 3 son numeros naturales primos.
----- 15 = 3. 5 observe que 3 y 5 son numeroes naturales primos.

8=2.2.2observe que 2 es un nimero natural primo.

27 = 3. 3. 3 observe que 3 es un nimero natural primo.

Como puede notar, en cada uno de los ejemplos anteriores,

los ntimeros naturales 6, 15, 8 y 27 estan expresados como un
producto de numeros naturales primos. Cada una de estas
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expresiones se denomina factorizacion del namero 6, factorizacién
del nimero 15, factorizacién del nlimero 8 y factorizacion del
numero 12, respeclivamente, y para cada uno de los nameros esta
expresion es tnica.

A la expresion de un niimero natural como producto de ntimeros
naturales primos se la llama forma factorizada o factorizacion del
numero.

La factorizacion de un numero natural compuesto se realiza
expresando el nimero a través de multiplicaciones de factores que
pueden ser compuestos. Luego a estos factores se los sigue
expresando como productos hasta llegar a la expresion en la que
todos ellos son nGmeros primos.

Por ejemplo, para factorizar el nimero 36 puede pensarse;

36 =4 -9, y si observa el numero 4 y el nimero 9 no son
primos. Pero puede pensarse al nimero 4 como 2 - 2 y jpodria
expresar al nimero 9 como producto de nimeros naturales
prirnos?, ;como?

Escriba dicho producto en la linea de puntos: 9 = ...

Si reemplaza estos datos en la expresion inicial se tiene:

36=4.9

36=2.2.3.3

En la Gltima expresién se repiten dos veces el factor 2 y el

factor 3, por lo que la expresién factorizada del namero 36 se
puede escribir mas abreviada asi:

36=22.33

RECORDAR

e
3.3=32

Si en una multiplicacién se repiten los factores se pueden
escribir en forma abreviada como una potencia.

32 — = Exponente: indicu el niiero de veces
l que se repite un mismo factor.

Base: indica el factor
gue se repite.

Pero a veces cuando el nimero a factorizar es tal que no i
resulta sencilio pensar en el producto de dos nimeros que den por

w1
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|
............. 2
............. 3

7 7

1

resultado dicho nirero y esta forma de factorizacion resulta ser
poco practica, es posible también factorizar ese nimero natural
haciendo reiteradas divisiones cuyos divisores sean nameros
primos.

A continuacion se muestra la factorizacion de 84 indicando
los respectivos pasos. Usted puede completar donde se le indigue

1° Identifique el menor nGmero prime que divide a 84. En este
caso es el numero ... y escribalo a la derecha del ndimero 34.

Realice mentalmente la division 84 : 2 y escriba el coclente o
resultado que es el nimero ..., debajo del 34.

2° Identifique el menor nimero primo que divide a 42, en
este caso también es 2, y escribalo a la derecha del mismo.

Realice mentalmente la divisidén 42 : 2 y escriba el cociente o
resultado -que es el nimeyo ............... - debajo del 42.

3° Identifique el menor nimero primo que divide a 21 -que
es 3- y escribalo a la derecha del namero 21

Realice mentalmente la division 21 : 3 y escriba el cociente -
que es el nimero .............. - debajo del 21,

4° ldentifique el menor numero primo que divide a 7 -es el
mismo numero 7- y escribalo a la derecha del nimero 7. Si realiza
mentalmente el cociente 7 : 7 obtiene el cociente 1, que se escribe
debajo del namero 7 (de la izquierda).

Como se llega a coclente 1 se concluye la factorizacién vy se
expresa asi: 84 =2.2.3 .7 También se puede expresar asi:

84=22.3.7

Los pasos indicados anteriormente para factorizar el nlmero
84 se emplean para la factorizacién de cualguier numero natural,

ACTIVIDADES

1) Escriba como potencia el siguiente producto:

a) 3.3-3.3-3 =

b) 2.2.2 =

2} Factorice empleando los productos de factores primos de los nimeros 18 y 30.

Dejar espacio equivalente a cinco lineas
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3) Factorice u través de los cocientes reiterados del niimero 252.

Respuestas:
1. 35 23
2.18=2-32; 30=2-.3"5

3.252=2%:32-7

DIVISOR COMUN MAYOR (D.C.M.)
DE DOS O MAS NUMEROS NATURALES

ACTIVIDADES

Situacion 1
1) Encuentren todos los divisores naturales de 8, 12 y 20.

a8 = )
L e o }
B2 5, oloonssmmspormmmsenisssspmssssic]

2) De todos los divisores marquen aquellos que sean comunes a 8, 12 y 20; es decir aquellos que sean divisores de
8,12 y 20 a lg vez.

3) De esos divisores sefialados escriban, en el recuadro, el mayor de ellos:

El nitmero que obtuuieron recibe el nombre de divisor coriin mayor de 8, 12y 20 y en este caso es el nimero
cuatro. Si obtuvieron ofro valor vuelvan y realicen los punfos a, b y ¢ nuevamente.

Se escribe d.c.m.(8, 12, 20) = 4 y se lee; el divisor comun mayor a 8, 12 y 20 es igual a 4.

PENSAR

El divisor comtin mayor de dos o mds ntimeros naturales es el
mavor de los divisores comunes a los niimeros dados.
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ACTIVIDADES

Situacion 2
Para encontrar el d.c.m. (30, 50) se procede como antes se detallé:

1) Hay que encontrar todos los divisores naturales de 30 y 50, como se muestra a continuacion:
A30=1{1,2,3,5,6, 10, 15, 30}
a50 =11, 2, 5, 10, 25, 50}

2. De todos los divisores identifiquen aquellos que sean comunes a 30 y 50. Coincidirdn en que, en este caso,
sonel 1,2 5y 10.

3. De esos divisores identificados, escriban en el cuadro el mayor de ellos:

4. Luego completen: d.c.m. (30, 50) = .ovevviirmvcennimerermirensosomssmessnmssesssresesss

El procedimiento empleado anleriormente para encontrar cl
d.c.m. es poco practico cuando se trats de muchos nameros. Por
eso existe esta olra forma de hacerlo que se muestra a
continuacion.

Por ejemple, si se quiere el divisor comGn mayor a 30, 15y 20
se procede de la siguicnte manera:

1° Se factorizan los nlmeros dados, por ejemplo a lravés de
los cocientes reiterados como se muestira a la izquierda.

2° Se escribe cada numero como producto de factores primos
como se muestra a continuacién:

30=2.35 15= 55

e

(7
Il

fun
e

Nota: En este caso el factor comiin que aparece en las tres factorizaciones es el 5.

3" Se identifican los factores primos comunes con el menor
exponente, En este caso observen las expresiones factorizadas de
los numeros 30, 15 y 20 y respondan cuadl es el factor comin a 30,
15 y 20.

;Cudl es el mayor exponente con gue aparece ¢l factor comuin
"5" en las expresiones factorizadas de los nimeros 30, 15 y 207

4° k] divisor coman mayor es igual al producto de los
factores primos que son comunes clevados al menor exponente,
En este ejemplo hay un soélo factor comun prime y con el menor
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exponente que es b.
Entonces d.c.m. (30, 15,20) =5

5° Verifiguen si realmente 5 es divisor de cada uno de los
numeros dados. Para ello plensen si existe un nimero gue
multiplicado por el divisor comin mayor (5) dé como resultado 30,
15 y 20 respectivamente.

Analicen el siguiente ejemplo:

Si se quiere enconfrar el d.c.m. (36, 12 y 18), se debe proceder
de manera sirmilar:

1° Dscriban cada nimero como producto de sus factores
primos, es decir factoricen los nameros 36, 12 y 18 utilizando
alguna de las dos formas de factorizar abordadas anteriormente
(como producte o como cocientes reiterados).

2° Al escribir la expresion factorizada de cada nGmero
seguramente obtuvieron:

36 = 2.2.3.3 = 22.32 12 = 2.2.3=22.3 18 = 32.2

3° Observen y respondan: ;Cuél o cudles son los factores
comunes a los tres nimeros?

Si bien los factores comunes a los tres nimeros son el
nimero 2 y el nimero 3, hay que considerarlos con el menor
exponente.

4° Si realizan el producto de los factores primos comunes
con el menor exponente (si hay més de un factor) obtendran el
divisor comin mayor de los nlimeros 36, 12 y 18.

¢Cual es numero que cumple con la condicién de ser el
divisor comun mayor de dichos ntimeros? Escribanlo:

5° Si el nimero que usted obtuvo fue 6, lo resolvid
correctamente. En caso contrario revisen cada uno de los pasos
anteriores.

ACTIVIDADES

Ceonjuntos nu

1. Encuentren el divisor comtin mayor de los niimeros 35, 14 y 42, s decir, el d.c.m. (35, 14, 42)

y verifiguen si el resultado es correcto.

L7



Respuestas:

1.3% 23

2.18=2.32; 30=2-.3-5
3.252=22-32-7

MULTIPLO COMUN MENOR (M.C.M.)

ACTIVIDADES

1. Escriban los primeros cinco multiplos, distintos de cero, de cada uno de los siguientes niimeros:

) LOS TUIIPIOS AL NUITIETO 4 SOM 1. .eeiirrvseunererensssasassesescan st e ssorseseesasas asssassssmseamsonsserasesnessssese sosne s senssnannssessrsssis
bl Lo min]en Bl VMBI T BOYES s con s armmussnensssm sessmioms 5 553585 5500405538 5853 505 s AT S SO0
€} LosmitilEiplos del TEmABTE S B0 st s b e s b o 08 A G RV S A s R v v S

Obseruven los multiplos que escribié en cada caso y sefialen aquellos nimeros que sean mulitiplos comunes a los
tres numeros, es decir, multiplo de 4 y a la vez de 10 y de 5.

2. Si obtuvieron un Unico niimero o bien mds de un mimero elijan el menor de ellos y escribanio en el cuadro:

Ese nuimero que obtuvieron es ur multiplo comtin a 4, a 10 y a 5, pero ademds es el menor de los multiplos

comunes. Por ello se dice que el niimero 20 es el miiltiplo comiin menor de los niimeros 4, 10 y 5. Se escribe:
m.c.m. (4, 10, 5) = 20 y se lee: "el milltiplo comun menor de los niimeros 4, 10 y 5, es igual al nitimero 20",

PENSAR

El multiplo comun menor de dos o mas nuimeros naturales es el
menar de los multiplos comunes a dichos niimeros.

ACTIVIDADES

1. Encuentren el m.c.m (3, 4, 7) siguiendo los pdsos artes indicados.
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Respuesta:
1. 84

Como en el caso del calculo de divisor comtn mayor {(d.c.m.)
también hay un modo mas practico para calcular el multiplo
comin menor (m.c.m.), que se emplea cuando no es tan sencillo
encontrar los multiplos de cada nimero, luego identificar los
comunes y de éstos seleccionar el menor.

ACTIVIDADES

Siga los pasos indicados a continuacion para encontrar el m.c.m (12, 30, 9):

1. Factorice cada uno de los nimeros dados aplicando el procedimiento que usted prefiera.

2. Escriba cada nimero factorizado:

12=22.3
30=3.5.2
9= 32

3. Identifigue los factores primos comunes con el mayor exponente. En este caso hay un sélo factor comun: el
niimero 3. Escribalo con el mayor exponente: 3 -+ Por otro lado identifique los factores no comunes con el
mayor exponente. En este caso hay dos factores no comunes que son el numero 2 y el numero 5. Escribalos con
el mayor exponente con que aparecen en la factorizacion: 2 y 5.

4. Caleule el producto entre los factores primos comunes y los factores primos no comunes con el mayor
exponente, es decir el producto: 3% . 27 . 5. ;Qué numero obtiene al realizar el cdlculo indicado? ...............

El nidmero que encontid es el multiplo comiin menor de los niimeros 12, 30 y S, y puede escribirse ast:
m.cm.(12,30,9) =22.32.5 =180

Finalmente verifigue si el niimero encontrado es milltiplo de los numeros dados. Al efectuar la division de 180
por cada uno de ellos, el cociente debe ser un nimero natural y el resto debe ser igual a cero.



5. Lncuentre el mudtiplo comin menor de los numeros 15, 20 y 3, es decir ef m.c.m. (15, 20, 3).

CALCULOS CON NUMEROS RACIONALES BAJO DISTINTAS
NOTACIONES (FRACCIONARIA Y DECIMAL).
PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES

ACTIVIDADES

1.Antes de iniciarnos en los cdalculos con ntimeros racionales es conveniente gue recuerde algunos conocimientos
que usted ya tiene. Para ello responda:

a) ;Qué es un nimero racional?



Si pudo responder a estas preguntas continue, si tuvo
dificultades le recomendamos que revea el tema "conjunto de
numeras racionales” antes de seguir avanzando.

Es importante considerar la siguiente observacién:

A partir de este momento hablaremos de operaciones en el
conjunto de los nameros racionales.

Por ello es necesario que usted sepa que nos referiremos a
operacién en un conjunto numeérico cuando se cumple que el
resultado del cdlculo entre dos nimetos de ese conjunto siempre
©s Un numero que pertenece al mismo conjunto.

Si esto no se cumple hablaremos simplemente de calculos
posibles en un conjunto numerico.

Por ejemplo; como al sumar dos nimeros racionales siempre
se obtiene un numero racional, decimos que la adicién es una
operacion en el conjunto de los niimeros racionales.

Como al restar dos nameros racionales siempre se obtiene
otro numero racional, la sustraccién es una operacién en el

conjunio de los nimeros racionales.

También son operaciones en el conjunto de los numeros
racionales la multiplicacion y division.

De cada una de estas operaciones analizaremos los calculos
correspondientes y las propiedades que cada una de cllas cumple.
Propiedades que luego seran empleadas para resolver ecuaciones.

SUMA DE NUMEROS RACIONALES

RECORDAR

Recuerde los nombres que se muestran a continuacion. Considere
que a, b y s son niimeros racionales.

términos o sumandos: Pueden ser positivos o negativos,
Los términos negatives se indican entre paréntesis. A los
términos positivos no es necesario anteponerles el signo ni
indicarlos entre paréntesis,

a+ b =8— 5 Sumao resultado: Puede ser negativa o positiva.

l

Indica sumar, se lec "mads”

Conjuntos numericn:
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Lea las sigulentes situaciones v vaya respondiendo segin se
le solicite.

Situacién 1

Martin ha realizado dos extracciones de su cuenta bancaria
de $120,50 y $75,80.

a) ;Cual es el monto total de las extracciones realizadas?

Al solicitar el resumen de cuenta se indican las cantidades
referidas a las extracciones y al monto total de las mismas con un
signo negative.

b} ;Por qué cree usted que es necesario indicar estas
cantidades con un signo negativo?

Para que compare con su resultade, a continuacién se
muestra la situacién resuelta.

A traves de la lectura del punto {a) puede considerarse que
la accién que se debe realizar para resolver la situacién es la de
"reunir” las cantidades de dinero que corresponden a las dos
extracciones realizadas. De manera que, aritmeticamente, ;qué
calculo haria para resolver 1a situacién?

Coincidird que se suman las medidas (numeros) de dichas
cantidades para resolver la situacion. Asi el calculo
correspondiente es:

-120,50 + (-75,80) = -196,30

Note que es necesario anteponer el signo negativo a 120,50, a
75,80 y al saldo de 196,20 para diferenciarlas de las cantidades que
indican depdsitos en la cuenta o saldos a favor, que se indican en
ambos Ccasos con un signo positivo.

Situacién 2

Suponga que usted gasta las % partes de su sueldo en pagar
impuestos y una cuarta parte del mismo en pagar el alquiler. ;Qué
parte de su sueldo ha gastado? Escriba el calculo que resuelve esta
situacion.



Represente graficamente las partes del sueldo gastado,
supaniendo que el siguiente rectdngulo representa todo el sueldo.

Resuelva el cdleulo aritmético y compare el resultado con la
representacion grafica, ;Queé ocurre? ;Coincide la parte sombreada
del grafico con el resuliado del calculo?

El célculo aritmético gue resuelve la situacion corresponde a
una suma de nimeros racionales en notacién fraccionaria de igual
Fr p ]
denominador: £ + .

Para resolverlo es sencillo pensar que hay que reunir las dos
cuartas partes del sueldo gue se gastan en impuestos con la cuarta
parte que se gasta en alquiler. En total se han gastado (2+1 = 3)
tres cuartas partes del sueldo. Por lo tanto:

RECORDAR

Al sumar ntimeros racionales de igual denominador se obtiene
otro ntimero racional cuyo numerador es la suma de los numeradores y
cuyo denominador es el mismo.

Situacién 3

Dos equipos de una compania han realizado el tendido de un
cable de alta tensién. El primer equipo instal6 las - partes de la

, \ ‘ g 1

longitud del cable y el segundo equipo la Lercera parte ( 3 )

de la longitud total.

a) ;Qué parte del total de la longitud del cable ya se ha
tendido?

qué?

Posiblemente usted ha planteado una suma de dos nimeros

racionales expresados en notacion fraccionaria y ha observado que
en esta siluacion, a diferencia de la situacion 2, las [racciones

Conjunios NUMericos
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lienen distinto denominador.
. 3 1
lLasuma es © + 3 =

Le proponemos resolver graficarnente la situacién planteada
y verificar dec esta manera si el resultado obtenido por usted
coincide con el que se obtiene a partir de la representacion grafica
de la situacién y que representa la parte del total de la lengitud
del cable tendido.

Bl

¢) Marque, en la siguiente representacion, con color las <
partes de la longitud del cable correspondiente a la parte instalada
el primer dia y luego —1 parte correspondiente al segundo dia.

Observando el grafico responda:

d) ;En cudntas partes quedd fraccionado el rectangulo que
representa la longitud total del cable a instalar?

e) Utilice ese namero de partes y escriba, para cada parte
representada, una fraccion equivalente que tenga el mismo
denominador:

Uil

et
I

Ll denominador de las {racciones equivalentes obtenidas jes
un multiplo de 5?

Y es también, como podra verificar, un mulliplo del namero
3. Por lo tanto, es un multiplo comin a los denominadores 3 y 5.
Pero jqué mulliplo comGn es? Para responder a la pregunta
escriba algunos multiplos de 3 y algunos de 5y determine cuales
son los comunes.

Como usted ya sabe 15 es el multiplo comGn menor (m.c.m.)
de los denominadores 5y 3.

Utilice las fracciones equivalentes obtenidas y escriba la

suma de los niimeros racionales dados ( o ;) como una suma de
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sumandos equivalentes a los mismos, pero con igual denominador. NOTAS

Finalmente se puede expresar que: se han tendido las H del
total de la longitud del cable.

El resultado obtenido deberia coincidir con el encontrado per
usted al inicio de la situacion. Verifique que asi sea. En caso de no
coincidir revise los pasos seguidos.

Es importante que interprete que la representacion grafica
que hemos utilizado para resolver juntos la situacion planteada, es
uno de los caminos posibles que le permitiran resolver situaciones
gue impliquen sumas de nimeros racionales expresados con
fracciones de distinto denominador.

Otro camino, si no recurre a la representacion grafica, es
seguir los siguientes pasos que no son oira cosa que la
sistematizacién de los que usted siguid para resolver la situacion
planteada. l.ea cada paso que se propone y comparelo con los
seguidos anteriormente.

Para resolver el cdlculo: £ + 3 =

ks necesario escribir dicha suma como suma de fracciones
equivalentes a las dadas y de igual denominador. Ese denominador
es el m.c.m. de los denominadores 3 y 5, por 1o que se necesita:

1°) Calcular el m.c.m. (5, 3) y se obtiene 15.

2°) Encontrar las fracciones equivalentes a
denominador 15, mediante la amplificacién:

con

Lk

il

y

-: ﬂ% (se ha multiplicado por 3 ¢l numerador y de

denominador de  para obtener .2 )

3 9

= =7¢ (al multiplicar numerador y denominador por 5).

3°) Reemplazando los términos de la suma inicial por sus
respectivas fracciones equivalentes que tienen el mismo
denominador resulta:
i,‘

5 15

+
s

s

Glse

4°) Se resuelve obteniéndose ‘—i .
Situacién 4

1. A las 3 de la madrugada la temperatura es de 5,8°C y al
cabo de 3 horas ha descendido 10,5°C.
¢Cual es la medida de 1 temperatura a 1as 6 de la mafiana?
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MOTAS

2) Sidesde las 6 de la manana hasta las 12 la temperatura
ha aumentado 7,6°C. ;Cual es la medida de la temperatura a 1as
122

Para que compare con su resultado, a continuacién se
muestra 13 situacion resuelta.

Al realizar €l analisis del punto 1, el célculo que le permite
determinar la temperatura a las 6 de la marnana es:

+5,8 - 10,5 = -4,7 (la temperatura es de 4,7°C bajo cero).

En el punto 2, el célculo para encontrar la medida de la
cantidad de temperatura a las 12 es:

-4,7 +7,6 = +2,9 (la temperatura a las 12 es de 2,9°C sobre
cercl.

Situacién S

Tres amigos se juntan a comer un asado el viernes a la
rioche, Para la ocasion han comprado tres cuarto kg. de entrafia y
1 kg de asado de carnicero. Pero se agrega un amigo mas, que trae
1,560 kg. de vacio. ;Cuantos kilos de asado hay?

Comenzara leyendo nuevamente el problema para
regsponder:

cQué pide el problema?

Para encontrar la cantidad de carne de asado que hay: ;qué
haria con las cantidades que aparecen en la situacion?
Posiblemente, para responder esta cuestion usted ha pensado en
juntar las cantidades de carne compradas y agregar la cantidad
que trae el amigo que llega mas tarde. Estas acciones de juntary
agregar estan vinculadas al calculo aritmético de suma.

;Cual es el calculo que resuelve la situacién?

S1observa cada uno de los términos de la suma vera que se
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desea sumar tres numeros racionales, uno expresado eén notacion
fraccionaria y dos en notacion decimal. En casos como estos,
donde hay distintas expresiones de un nimero racional, es
conveniente expresar a todos los términos de una misma forma,
por ejemplo expresar : en notacion decimal.

Para ello se calcula el cociente 3:4 y se obtiene: —3 =075

Volviendo a la suma inicial puede expresarse con todos los
términos en notacion decimal.

Escriba la suma que resulta y su resultado:

Entonces la respuesta cs: se tienen 3,31 kg. de asado.

ACTIVIDADES

Usted recordard que al calcular el cociente entre dos ntmeros enteros no siempre se obtiene una expresion
decimal exacta. Surge entonces la pregunta: ;Cémo resolvemos el siguiente cdlculo?

e

-
iy
&lw

1. Resuelva la suma indicada utilizando los numeros racionales escritos de forma fraccionaria:

. ‘ - A
Verifigue que el resultado que obtuvo sea ,l—l

2. Pero también puede resolver utilizando la escritura decimal de cada uno de los niimeros racionales
expresados en forma fraccionaria. Para lo cual:

3

- » - ;'2 . . .
a) Exprese cada uno de los yuimeros racionales, ;5 y 7, en forma decimal.

¢) Resuéluala.

Posiblemente al querer calcular Ta suma 0,18 + 0,75 = .ovoovvevrvrreen. tomd la decision de resolverla utilizando

dos cifras decimales y obtuvo asi el mimero racional 0,93, nimero que obtuvo de sumar las cifras de los
centésimos de ambos niimeros con las cifras de los décimos de ambos numeros.
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Pero si considera que el primer sumando 0,18 es un ntimero que tiene infinitas cifras decimales periddicas,
Jpodrian considerarse al resolver la suma indicada mds de dos cifras? .....

Por ellp para calcular la suma, cuando hay nimeros racionales que tienen infinitas cifras decimales periddicas
hay que acordar cudntas cifras decimales se van a utilizar. Por ejemplo:

* Una cifra decimal:
0,1+07=038
. 2 F o
Lntonces es 5 + + =0,8
1172
Nota: se lee: dos onceavos mas tres cuartos es aproximadamente igual a ocho décimos.
* Tres cifras decimales:

0,181 + 0,750 = 0,931

Al observar las sumas obtenidas, cuando se consideran una
o tres cifras decimales, vemos que los resultados obtenidos son
R T S numeros racionales que no son iguales ya que 0,8 < 0,931,
El analisis que hemos realizado nos permite concluir que en
...... . las situaciones de suma de nimeros racionales como ésta liltima,
donde hay un sumando que es un numero racional con escritura
decimal periddica, hay dos posibilidades de resolucién:
¢ si se resuelve utilizando los sumandos expresados en
A ... forma fraccionaria se obtiene un numero racional que es el
e . resultado exacto,

..... — * pero si se resuelve utilizando los sumandos expresados en
..... . forma decimal, hay que decidir con cuantas cifras decimales se
trabajara y el resultado que se obtiene siempre resulta un valor
aproximado al resultado exacto.
..... SRR i B cuw ,.

PENSAR

Al sumar dos o mas numeros racionales deben tenerse en cuenta
....... R S las siguientes consideraciones:
...... . e Si los sumandos son niimeros racionales que tienen el mismo
signo, se suman sus valores absolutos y se coloca el sigho de los
...... L . mismos.

68



e Si los sumandos son ntimeros racionales que tienen distinto
signo, se restan sus valores absolutos y se coloca el signo del sumando
de mayor valor absoluto.

* Si se suman numeros racionales expresados en forma decimal,
al sumar se debe tener la precaucién de sumar siempre las cifras
correspondientes a un mismo orden decimal (es decir considerar
centésimos con centésimos: décimos con décimos).

* Si se suman niimeros racionales expresados en forma de
fracciones de igual denominador, la suma es una fraccién que tiene el
mismo denominador y el numerador es la suma de los numeradores de
los sumandos dados.

* Si se suman numeros racionales expresados en forma de
fracciones de distinto denominador, se debe expresar dicha suma como
una suma de fracciones equivalentes a las dadas que tienen como
denominador el menor multiplo comtin de los denominadores dados.

A continuacién le proponemos una serie de ejercicios que le
permitirdn poner en juego lo Gltimo que hemos analizado. Si tiene
dificultades para llegar a los resultados le sugerimos que revea los
distintos apartados para poder resolverlos.

ACTIVIDADES

o3

TOS NUTETICOS

1) Un almacenero de barrio revisa su libreta con los vecinos a los que les ffa, para hacer un balance.
Cada compra que ha fiado la marca con un signo "-" y cada pago que recibe con un signo "+". Indiquen para

cada cliente cudnto debe o cudnto tiene de crédito.

Marcelo Maria Jorge Ema
-19,5 -9.86 -16,3 -8,15
+20 -10,5 -2,75 -13,64
-5.45 +20 -6,84 +19,85
-3,1 +25,5

Raquel
-2.37
-6,12
-1,25
+9,25

el 3° dia y .* el ultimo. ;Qué parte del trabajo total ha realizado?

: , - 3 e
2) Un chapista ha trabajado 4 dias en el arreglo de un vehiculo y ha realizado 75 partes del trabajo el 1° dia,

ha recolectado pintura para pintar una oficina y se cuenta con cuatro latas que contienen: 7 litro, 7 litro,
litro y = litro de pintura respectivamente. ;Qué cantidad de pintura se tiene para pintar la oficina?

Lol
{Ts]
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PROPIEDADES DE LA ADICION EN EL CONJUNTO
DE LOS NUMEROS RACIONALES

ACTIVIDADES

Realicen las siguientes actividades con el objeto de analizar las propiedades de la adicion en el conjunto de los
niimeros racionales.

Al finalizar el andlisis observardn que las propledades se enuncian en lenguaje corriente y simbélicamente para
su generalizacion.

1. Calculen las siguientes sumas:
3 ; By ] =
ﬂ) 4.5 FZ = e b) =3+ {—S) = gt C) gt e d) 5+ (-1 b) =T
2, Observen cada uno de los resultados que obtuvieron en las sumas anteriores: estos nimeros Json
racionales? ;Por qué?

3 Vlerifi I Wadaa : 17
3. Verifiquen que los resultados de las sumas sean respectivamente,: -3,75; -6,75; % ; -10, que son todos
numeros racionales.

TAS De esta forma se puecden seguir sumando pares de nimeros
racionales y la suma siempre sera un unico numero racional. Esta
caracteristica de la adicion en el conjunto de los nimeros
racionales R, se llama ley de cierre.

PENSAR

Ley de cierre

La suma de dos numeros racionales es tnica y siempre es un
nimero racional.

1. En esta actividad apareceran simbolos matematicos, como
los corchete [ ], llaves { }, que indican el erden en que se realiza el
calculo. Resuelvan este calculo gue tiene mas de dos términos o
sumandos:

LA 0B 4 D=

Al hacerlo probablemente resolvieron: 1,4 + (-0,5) = 0,9



Y luego sumaron: 0,9+ 3 =39

Al interpretar esle razonamiento simbélicamente se Lene:

[HL4+PQ$]+&5=4B

P Las llaves indican

lLos corchetes indican la que a la primera

primera suma que se efectia. suma, le debe
sumar 3,9 cuyo
resultado es 4,8.

Este mismo calculo también lo pueden razonar de este modo.

I 1
{14 +[-0,5 +39]} =48

4———/—. Las llaves indican

Los corchetes indican la que a la primera
: ‘ ‘ ,

primera suma gue usted suma, le debe

efectiia. El resultado es 3,4. sumar 1,4 cuyo

resultado es 4,8.

Podemos concluir que:
{[14+(-05)] +39}={1,4+[-05 +3,9]}

En sintesis, notaran que en ambos casos se asociaron
primero dos términos para finalmente, al resultado, sumarle el
tercer término. Ll orden en gue se asocian los términos no altera el
resultado final del calculo. Lsta propiedad de la adicion se llama
asociativa.

PENSAR

Propiedad asociativa

Para todos los nuumeros racionales a, b, c se verifica que:
a+b+c= (a+b)+c=(a+b)+c

2. Analicen y calculen:

Sl b2 C1 &) B (=) E—

Cenjuniss numernico
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e %

Nola: recuerden que O puede expresarse de las siquientes formas;

o B e ]
b
e
l e
a L

El resultado que ustedes han obtenido seguramente es (— 3
en uncaso, y 3,2 en el otro.

-..-l‘-J
——

Notardn que: si el cero se suma a la izquierda o derecha de
un numero racional se obtiene el mismo nimero racional. Esta
caracteristica se cumple porque el nimero racional 0 ¢s el
elemento neutro de la adicién en IR.

PENSAR

Propiedad del elemento neutro

Existe el cero de IR, tal que para todo niimero racional se verifica
que:a+0=0+a=a

3. Analicen y calculen:

% 4 [ Yo

G ) . N—

a) ;Que ocurre con el resultado obtenido en los cuatro
céilculos propuestos?

Ahora ohserven cada calculo y los sumandos. Resultan ser
nameros de igual valor absoluto pero con distinto signo. ;Qué
nombre reciben los nimeros que tienen esla caracteristica?

In sintesis, en cada uno de los célculos log sumados son
numeros racionales opuestos y el resultado es cero (0) que, como
antes vimos, es el elemenlo neutro de la adicion en el conjunto de
los nidrmeros racionales.

Podemos concluir gue: si a un numero racional, distinto de
cero, se le suma su opuesto la suma es cero.



. Conjuntos numéricos

PENSAR

Propiedad del elemento opuesto o inverso aditivo

Para todo nimero racional "a", distinto de cero, existe el

racional (-a} tal que: a+(-a}=-a+a=0

4. Resuelvan y completen

7
+4- ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

o |w

|
N

+
s

L0

+

Bt

Como habran pedido observar, el orden en que se sumen los
términos no altera la suma. Por ello el resultado coincide en
ambos casos. Este ejemplo corresponde a la propiedad L

conrnutativa.

PENSAR

Propiedad conmutativa

Para todos los niimeros racionales se verifica que:a+b="b +a

5. Analicen y completen la siguiente igualdad y observen los

nombres que aparecen.

L5+02=16+01
—

Primer miembre  Segundo miembro

El signo igual (=) separa los dos miembros de la igualdad

dada.

Para comenzar, se verificara si la expresion es realmente una

igualdad. UED

aj Completen: 1,5+ 0,2 = .......... , i

Seguramente, en ambos calculos obtuviercn la suma 1,7,

Entonces es:

15+02=16+01
1,7 = 1,7

Es decir que se realiza el cilculo en ambos miembros y luego

se cornparan los resultados obtenides,
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* Si suman ambos miembros { 0,5), la expresion que resulla es:

Realicen el calculo indicado en cada miembro. Para ello lengan
presente la propiedad asociativa.

Primer miembro Sequndo miembro
— ——
15+02+(-05) = 1,6 +0,1 +(-0,5)
1.7+ (-05) 1,7 + {-0,5)
12 12

1

Observaran que la igualdad se mantiene debido a que se
sumé el mismo niimero en cada uno de los miembros. ks decir que
si a ambos miembros de la igualdad se le suma un mismo numero
racional se mantiene la igualdad. Esta caracteristica de la adicion
recibe el nombre de propiedad uniforme.

PENSAR

Propiedad uniforme
Para todos los niimeros racionales a, b, ¢; si a = b entonces
a+c=b+c

La siguiente propiedad, que estd muy vinculada a la anterior,
se refiere a la cancelacion de sumandos o términoes iguales en

dislintos miembros.

Si un mismo términoe aparece en ambos miembros de una
igualdad puede ser cancelado conservando la igualdad.

Ejemplo:
24(-013) = -+ +(-013)

T+ (000 = L+t (019

Resulla:

PENSAR

Propiedad cancelativa

Para todos los numeros racionales a, b,c,si a+c=Db +c
entoncesa=">b

/4
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ACTIVIDADES

1) Relea las propiedades con atencion, analice los ejemplos, propongu también usted otros y finalmente,
trate de recordarlas.

2) A continuacion le proponemos un cdlculo. Resuélualo aplicando propiedades.

0.5+(-;‘)+O.5+7—O+-;-_

Respuesta: 8

RESTA DE NUMEROS RACIONALES

Considere gue a, b y ¢ son numeros racionales y observe el
nombre que recibe cada uno de ellos;

a-b=c -1 Diferencia o resultado

e o e SISV

» Minuendo

Recuerde que: la resta de niimeros racionales también se puede
expresar como una suma:a-b=a+ (-b)

Situacién 1

La pileta de una bodega, que esta a 30 km. de Mendoza, tiene
ocupada solamente las tres cuartas partes de su capacidad con
vino fino y se ha extraido la cuarta parte de la capacidad dc 1a
misma para el llenado de botellas. ;Qué parte queda de la
capacidad de la pileta para el préximo llenado?

Anles de comenzar a resolver esta siluacion le sugerimos
que lea nuevamente con atencién el problema, subraye los datos
del mismo y luego responda las siguientes pregunias,
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NOTAS

a} La distancia a la que esta 1a bodega, ;influye para
responder la pregunta de esta situacién?

e) Para saber qué parte de la capacidad de la pileta queda
para e} préximo llenado, ;qué haria con las partes ( %y —i— } que
aparecen en la situacion?

g) Ahora, resuelva el célculo y escriba la respuesta de la
situacion.

En concreto, la distancia a 1a gue esta !a bodega no es un
dato a considerar para resolver la situacidn planteada. La pileta de
la bodega esta parcialmente llena, ya que se expresa: "tiene
solamente las tres cuartas de su capacidad” total.

Para resolver esta situacién, seguramente pensd en sacar
una cuarta parte de la capacidad total de la pileta a las tres
cuartas partes de la capacidad total de la pileta. De esta forma la
parte que quede sera la correspondierite a la respuesta del
problema. Finalmente, 1a accidon de extraer o de sacar esta
vinculada al calculo de una resta; en este caso:

ER
4_4_ .........................



Pues bien, para resolver este célculo se procede como en la NOTAS

suma de nimeros racionales expresados en forma fraccionaria,
con igual denominador.

N 95
N

1

;La respuesta del calculo es un nimero racional posible de
simplificar?

;Qué divisor comin tienen el nimero 2 (numerador) y el
namero 4 (denominadot)?

Simplifique dicha expresion fraccionaria, dividiendo
numerador y denominador por el divisor comin, en este caso por
el nimero dos.

]
= §T e

H |

1 ; >
Entonces le queda la mitad (7) de la capacidad de la pileta
con vino fino para el préximo llenado.

SUPRESION DE PARENTESIS (), CORCHETES []Y LLAVES { }

Recuerde que al abordar la propiedad asociativa de la
adicién en el conjunto de los nGmeros racionales se utilizaron
paréntesis, corchetes y llaves para indicar como se realizo el
calculo,

Ahora se proponen calculos en los que aparecen paréntesis,
corchetes y llaves que habra que ir eliminando o resolviendo,
segun corresponda, para calcular el resultado. Para resolverlos se
presentaran dos propuestas; pero hay aspectos a considerar que le
son comunes a ampas.

17 Se resuelven o eliminan primero los paréntesis, luego los
corchetes y finalmente las llaves.

2° Si un paréntesis, corchete o llave eslé precedido por un
signo negativo, al suprimirlo cambia el signo de el o los términos
Gue encierra,

37 81 un paréntesis, corchete o llave esta precedido por un
signo positivo, al suprimirlos no cambia el signo del o los términos
que EJ]Ci(:‘l'l"r],

A continuacién se muestran dos alternativas para resolver

un caleulo en el que aparecen paréntesis, corchete v llaves. Fl
cdleculo a resolver es:

Coniunios nUMercos
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L

i6 4
£ (03+[15-85-(05+1)]-F]=

Una de las alternativas que usted tiene es:

Resolver los paréntesis en primer lugar, colocando el

resultado sin el paréntesis, luego, de la misma forma, suprime los

corchetes y finalmente las llaves, en ese orden.

Otra alternativa que usted puede utilizar es suprimir o
eliminar los paréntesis, corcheles y llaves en ese orden, pero sin
resolver el o los calculos que encierran hasta el final
{considerando los aspectos 2 y 3 antes enunciados).

ACTIVIDADES

1. Completen donde corresponda -en cada una de las alternativas- y comparen escribiendo al menos una
diferencia y una similitud entre ambas alternativas de solucién.

Propuesta A

Propuesta B

/8

La propuesta consiste en suprimir primero los (),
luego los [ ], en tercer lugar las { } y por ultimo se
resuelve la suma algebraica que resulta.

1
4

°-{-03 ¢ [-1,5 -85 (0,5 + 1)- 2 IS

Identifiquen el paréntesis, obseruven el signo que lo
precede y justifiquen por qué al eliminarlo la
expresion resulta:

26.L03+[-15-85-05-1-2}

Ahora, para suprimir los corchetes ;Qué deben
obseruar?

Como los corchetes estdn precedidos por un signo
positive, squé ocurre con los signos de los
nimeros que encierran?

Si suprimen los corchetes la expresion queda:

La propuesta consiste en resolver primero los (),
luego los [ ], en tercer lugar las { }.

2-{-03+[15-85- (:05+1)- 2}

4

Observen el paréntesis y resuelvan el cdlculo que
enclerra.

22-[-03 +[15 -85 (i -5 )

a

Observen el signo que precede al paréntesis y
justifiquen por qué al eliminarlo la expresion
resulta:

¥ RO

w{03+15-85-05]- 1}

s

Identifiquen el corchete en la expresicn anterior y
resuelvan el calculo que encierra.

BTN - -2l

Para eliminar el corchete deben observar el signo




Observen las llaves de la expresion anterior e
indiguen qué signo las precede:

Como estan precedidas por un signe negativo,
como se muestra en la siguiente expresion (que
debe coincidir con la expresion que anles
obtuvieron), al eliminarlas, jqué ocurre con los
signos de los términos que encierran?

2£l03-15-85+05-1-7)=

Eliminen las llaves.

Simplifiquen el primer término y el tltimo,
escribiendo la expresidn irreducible de dichos
nimeros racionales expresados en forma
fraccionaria y obtendrd la siquiente suma
algebraica que debe resolver:

44+03+15485-05+T1T+3 =i

Luegg, el resultado final es 17,8.

Conjunios nUMENicoes

que lo precede, que en este Caso es: .......... , por lo
que al eliminar el corchete la expresion resulta:

1

Identifiquen las llaves en la expresion anterior y
resueluan el cdlculo que encierra.

|

?-{03-1Q5-

wa

Observen el signo gue precede a las llaves y
justifiquen por qué al eliminarlas la expresion
resulta:

16 T
S F 13.8=

El primer sumando, que corresponde a un
numero racional, estd escrito en su expresidn
fraccionaria irreducible? ;Se puede simplificar la
expresion dividiendo el numerador y denominador
por un mismo nimero?

SPOT CUAL? ...ooeverrererrrnnse

Simplifiquen

5

16
4

Al simplificar el primer sumando la expresion
resulta:

4+ TFE= ot

Luego, el resultado final es 17,8.

2. Analicen nuevamente los pasos realizados en amhas propuestas y resuelvan el siguiente cdlculo siguiendo
una de las alternativas de resolucion (resolviendo o eliminando los paréntesis, corchetes y llaves, en ese orden).

};r _{3 - [ ;—4 (-05-15+ 4)] + 1£}=

749



Anles de seguir adelante es importanie gue revisen lo

trabajado hasta el momento ya que estas propiedades serdn
utilizadas nuevamente cuando trabajernos en la resolucion de
ecuaciones y calculos. Para ello les puede ayudar el esquema que
se muestra a continuacion:

Suma de numeros racionales

~

\

Algoritmos de la suma de niimeros racionales

Propiedades de la adicion

~

~a

'

La suma de dos ntimeros
racionales de distinto signo es
otro nirmero racional cuyo signo
coineide con el del término o
sumando de mayor valor
absoluto y cuyo madulo se
obtiene restando los modulos
dados.

La suma de dos ntimeros
racionales del mismo signo es
ofro mimero racignal del mismo
sigho que los términos o
sumandos dados, cuyo modulo
es la suma de los médulos de log
sumandos.

« Clerre

« Asociativa

» Llemento neutro

« Opuesto o aditivo inverso
« Conmutativy

» Uniforme

« Cancelativa

80

ACTIVIDADES

1.) Resuelva los siguientes cdlculos mostrando el procedimiento seguido:

8 10

afe . 1
1) 3 - -
g 5 a3

9 s3-[3-25+(08-12)] 5} -




Conjuntos nurmérico:

2. Resuelua los siguientes problemas. Para ello recuerde los pasos realizados en las situaciones analizadas.

a) Dos escaladores en roca han realizado, durante la primera jornada, la cuarta parte de la ruta de ascenso y
durante la sequnda jornada otras dos cuartas partes de la misma. sQué parte de la ruta ya han escalado?

b) La desinfeccion de un establecimiento educativo se realizé en tres jomadas. El primer dia se desinfectaron las
dos quintas partes de las instalaciones, en la sequnda jornada una tercera parte de las mismas y se completd el
trabajo durante el tercer dia. ;Qué parte del total del trabajo se realizo durante la tercer jornada?

¢) Un automovil necesita las tres quintas partes de la capacidad del tanque de combustible para recorrer la
% 3 i
primera etapa de una carrera, , para recorrer la sequnda etapa y cinco octavos para la tercera.

* ;Qué parte del tanque ocupd al finalizar la sequnda etapa?
* ;Le alcanza la capacidad de un tanque para recorrer las dos primeras etapas?

e ;Por qué?

=1



W

Vatemaiiva 11 -

e &4 .
A TS W

Fion2
ELin3

MULTIPLICACION DE NUMERQOS RACIONALES
Situacion 1

Un destacamento policial tiene el 70% de la totalidad de los
maviles destinados a realizar rondas de vigilancia. Lag dos guintas
parles de los autos destinados a la vigilancia se llevan al taller de
mantenimiento. ;Qué parte de 1a totalidad de los autos del
destacamento son llevados al taller de mantenimiento?

Para comenzar a resolver esta siluacion es importante tener
claro cuales son los datos gue resultan ttiles para resolverla,
teniendo presente lo que se pide. Para ello responda las siguientes
preguntas:

a) ;Qué parte de la totalidad de los autos del destacamento
hacen lareas de vigilancia?

b) Si bien se sabe que el 70% de los moviles hace tarcas de
vigilancia, ;qué expresion fraccionaria equivale a ese porcentaje?

Complete: 70% = —
que puede ser simplificada (si divide numerador y
denominador por el nimero 10) y queda la expresion: ==
7
¢) ¢Qué significado tiene que las 15 partes de los autos del
destacamento hacen tarcas de vigilancia?

2 : .
d) ¢Van al taller las © partes de todos los moviles del
destacamento o las dos quintas paries del 70% de los autos del
destacamento?

e) ¢Qué pide el problema?

Con esta serie de preguntas se pretende que se clarifique lo
que se pide en el problema. L.o que se busca es encontrar las
dos quintas partes (una parte) del /0% o, 1o que es lo mismo, las
dos quintas partes de las 75y partes de la totalidad de los moviles
policiales (olra parte). ks decir se busca encontrar una parte de
otra parte de la totalidad de los moviles policiales del
destacamento. De otra forma lo que se busca es = del 70% de la
totalidad de los aulos del destacamento policial.



Esla expresion verbal la podemos escribir en simbolos;

2 de 22
5

100

f) ;Qué célculo hay que hacer cuando se busca, como en este
caso, una parte de otra parle de un todo o totalidad?

Sino esta seguro de cual es el calculo que lo resuclve piense
en realizar una representacion grafica y senalar en la misma,
primero, el 70% de la totalidad de los méviles que son los gue
estan destinados a vigilancia.

Considere como antes s¢ expresé que 70 % puede ser
10 F i 5 : 7
expresado como — vy que, simplificado, equivalea ~.
ag - : (%]
g) Ahora le proponemos imaginar que la totalidad de los
maviles estd representada por un rectangulo. Margue con colot en
ese rectangulo las siete décimas partes de la tolalidad de los

maéviles.

LU(?@O. de esa parte sombrea da, m arque con una cruz las
partes que correspondan a los moviles que son Ilevados al taller;
¢s decir marque con cruces las dos quintas partes de las siete
décimas partes del lodo.

Observe detenidamentie la parie del todo sefialada con
cruces: es la parte buscada, es la solucion del problema.

4

La parle sefialada con cruces es g, lo que significa que las
L3 x — . . !
-+ partes, o lo que es equivalente (si simplifica) las = partes, de

la totalidad de los méviles policiales son llevados al taller.

h) Compare la reprosentacion gue realizd antes con las

) 1 1

sipuientes:

/'-_-_—‘__"‘“\

x[xx]xx[x]xfy
X

| x XX
X[ x x|

Moéviles destinados a vigilancia ~ Mouviles llevados al taller

Tonjunios numeérico
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NOTAS

i plensa en lg que se buscaba inicialmente;

2 70 ‘ 2 7 14
= de “=o0loqu val = — =
c o0 que es equivalente : de T 5¢ sabe que es = del

total de moviles.

1) Observe el cuadro anterior y responda ;qué calculo haria
con los numeradores 2 y 7 para obtener 14 y qué calculo haria con
los denominadores 5y 10 para obtener 507

Posiblemente pensé en un producto, y esta en lo cierto. Cada
vez que en una situacion problema se busque una parte de otra
parte el calculo a realizar es un producto entre los nmeros
racionales. En este caso el producto es:

2,70 _2.7 _1_ 7

.

5 100 S 10 50 25
Nota: el producto de dos niimeros racionales expresados en forma
fraccionaria es:

a. ¢ _ac giendoa, b, ¢ydnumeros enteros, b= 0y d =0
b d b.d

Nota: recuerde que puede simplificar las fracciones antes de
multiplicar, es mas, soio en el caso de la multiplicacion también puede
simplificar un numerador de un factor expresado en forma fraccionaria
con el denominador de otro factor.

7

El resultado del calculo indica que las 5 partes del total de
los maviles policiales del destacamento son llevados al taller de
mantenimiento.

Conclusion: cada vez que una situacion implique encontrar
una parte de otra parte de un todo el clculo a realizar es una
muitiplicacion de las fracciones que representan esas partes.

Situacion 2

Trabajamos la siguiente situiacion con un cambio respecto de
la anterior. Un destacamento policial tiene €l 70% de los 50
méviles que posee destinados a realizar rondas de vigilancia. Las
dos gquintas partes de los autos destinados a la vigilancia se llevan
al taller de mantenimiento,



+Qué parte de la totalidad de los autos del destacamento son  NOTAS
llevados al taller de mantenimiento? ;Cuéntos autos son llevados
al taller?

1. Lea atentamente la situacién y responda:

a) ;Qué variacion hay entre la situacién 1y ésla?

b) Considerando lo trabajado en la situacion 1, ;puede
responder a la pregunta a)?

c) ;Cual es el todo o la totalidad a la que hace referencia el
problemars

d) ;Cudntos autos tiene en lotal cl destacamento policial?
Como la primera de las preguntas fue abordada en la
situacion 1, ya conocemos su respuesta. Se sabe que las ;75 partes

de la tolalidad de los méviles son lievados al taller.

Pero como ahora se conoce la totalidad (el todo) de los
moviles, esas siete veinticincoavas partes son de los 50 méviles.

- ;G . .
Es decir que hay que encontrar .- de 50 méviles. Se busca
una parte de un todo por lo que se puede pensar... jen qué
calculo?

Si pens6 en un producte esta en lo cierto.

s / =
Si resuelve g5, « I =iy , obtendra el namero de autos
que son llevados al taller de mantenimiento.

Escriba la respuesta de la segunda pregunta:

Conclusion: cada vez que una situacion implique encontrar
una parte de un todo el célculo a realizar serd una multiplicacion.

Si una persona, para responder a la segunda pregunta (b),
realiza el siguiente calculo:

2 /)

'; '1100 =50 = 14

Ls decir que 14 autos son llevados al taller y son 14 autos los

Conjuntos numeéricos
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que corresponden al 0% de los 50 maviles que ticne ]
destacarnento policial,

¢Considera que el calculo y la respuesta son correctos? ;Por
qué?

Situacién 3
1. Resuelva los siguientes calculos:

a)6,2-4,33-=

¢) -7 - 0,004 =
d)-8 (-12) =
€)-2 (023 =

Respuestas: 26,846; -0,00585;
-0,028; -0,384; 0,153333

Al realizar estos cdlculos debié considerar la regla de signos
de la multiplicacién que se da a continuacion, para que las
recuerde siempre que tenga que trabajar con niimeros racionales
positivos y negativos.

* Si los factores de un producto de dos nameros racionales
lienen el mismo signo, el producto o resultade es positivo y el
modulo del mismo es el producto de los méduloes de los factores.
Son ejemplos de esla situacion los puntos a), d) y e).

* i los factores de un producto, de dos ntumeros racionales,
tienen distinto signo, el producto o resultado ¢s negativo y el
modulo del mismo es el producto de los modulos de los faclores.
Son ejemplos de esla situacion los puntos b) y c).

Situacion 4

1. Considere los siguientes caleulos y resuelvalos:

) 2,64+ 3,23 = oo

2, Observe los factores de dichos productes. ;Qué nameros
son?



Para responder a esta pregunta le pedimos que considere
que la parte decimal de todos los factores tiene un nimero finito
(se puede contar) de cifras decimales. Lea nuevamente el tema
distintas escrituras de un numero racional.

Se trata de numeros racionales decimales o simplemente

niameros decimales.

Conjuntes numéricos

Caleudo Niimero del orden _Numero del orden Ngmero del orden
decimal del primer factor |decimal del sequndo factor]  decimal del resultado
8)6,2-433= .. 2 3
b)23-523= ... 1
) 2,64-323 = o 2

INOTAS

4. Compare el resultado de sumar los ntimeros de las dos
primeras columnas con el de la dltima columna. ;Queé ocurre?

Es decir que el numero de orden decimal del producto o
resultado de multiplicar dos numeros deciniales es igual a la suma

de los numeros de Ordenes de los factores correspondientes.

Calculo

Caleulo de los factores considerados "como
NUWMeros enteros' (sin considerar la coma decimai}

ay6,2 - 4,33 =26,846

b) 2,3 5,23 = 12,029

€) 2,64 - 3,23 = 8,5272

6. Es decir, que sl quiere multiplicar, por ejemplo 6,4 - 3,12,
considere los ndmeros "cormo nurmeros enteros”. ;Cual es su

producto?

I R TP S
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¢De qué orden decimal es el primer factor?

Por lo tanto el producto 6,4 - 3,12 = cooviviviciiiine,
Conclusion: el producto de dos o mas numeros racionales
decimales, o simplemente decimales, expresados en forma
decimal, se obtiene multiplicando los factores como si fueran
numeros enteros y el numero del orden decimal del resultado es

igual a la suma de los niimeros de los o6rdenes decimales de los
factores que intervienen.

7. Ahora analice el siguiente calculo:

- (1.2)

wi.:;

a) Si le piden trabajar usando la escritura decimal de los
factores, ;como lo resuelve?. .,

b) Seguramente penso en realizar el cociente 4 : 3. Pero al
resolverlo, ;qué caracteristica presenta la parte decimal de dicho
coclente?

Como la escritura decimal de 7 =13 es periédica, como
antes se ha mencionado, es necesario acordar ¢on cuarntas cifras
decimales se va a rabajar para calcular el producto, que siempre
resultara aproximado.

4

8. Resuelva cl producto: 7 -1,2

a) Utilizando dos cifras decimales.

b} Utilizando lres ciltas decimales.

¢) Compare los resultados obtenidos cn &) y en b).

Conclusién: si en el producto de dos o mas nimeros
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racionales expresados en notacion decimal hay factores con la
parte decimal periédica, se debe tomar una decisiéon sobre el
numero de cifras decimales empleadas, que dependera de la
precision con que se desee trabajar para calcular el producto.

9. Para obtener el resultado exacto del producto
5 - 1,2 = .......... ., hay que trabajar con los factores expresados en

notacion fraccionaria. Congiderando que 1,2 se lee "doce décimos”
;Coémo lo expresaria en notacién fraccionaria?

Si la expresion que propuso puede ser simplificada, hagalo:

Luego el producto inicial queda:

4 4 6 4
5+172=35=75

Simplificando el resultado final, ;qué namero obtiene? .........

- 3
Finalmente, el producto exaclo s g .

PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION EN Q

ACTIVIDADES

Respuestas:
-0,40; +250: 0,092: -0,25

2. Los productos o resultados que obtienen en todos los cases, ja qué conjunto numérico pertenecen?

Se pueden seguir mulliplicando pares de nlimeros racionales
y el producto siempre serd un nimero racional que, ademas, es
UnICo.
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NOTAS

PENSAR

Ley de cierre
El producto de dos nuimeros racionales es un ntimero racional
unico.

3. En esta actividad apareceran simbolos matematicos, como
los corchetes [ ] y llaves { }, que indican el orden en que se debe
realizar el calculo. Resuelvan este calculo gue tiene tres factores:

04-(-8)-01= ...

Al resolver este calculo posiblemente pensaron:
04-(-8)=-32

Luego, a este resultado lo rultiplicaron con el tercer factor:
-3,2-01=-0,32

El calculo que efectuaron se indica con el uso de corchetes y
llaves de las siguiente forma:

Los corchetes indican el primer
producto que se efectita.

——
04 (-8)] 0,1} = -0,37

—_—
Las llaves indican que al primer producto
(-3,2) hay que multiplicarlo por 0,1.

Pero también este mismo calculo se puede pensar de este
modo:

Los corchetes indican el primer
producto que se efectiia. (-0,8)

l__-A'__\
{04 .[(-8).01]}=-0,32
\-__V__J

Las llaves indican que al primer producto
(-0,8} hay que multiplicarlo por 0,4.

Podemos concluir que: {[0,4.(-8)] .0,1}={0,4.[{-8) .0,1]}

En sintesis, notaran que en ambos casoes se asociaren
primero dos factores para finalmente, al productoe, multiplicarle el
tercer factor. El orden en que se asocian los factores no altera el
resultade final del calculo.
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NOTAS

PENSAR

Propiedad asociativa TSR

Para todos los nitmeros racionales a, b, ¢ se verifica que: TP .
a.be={a.b).c=a.(b.c) e,
4. Analicen y completen con el resultado de cada uno de los

siguientes productos:

a} ;Coémo resultan los productos en los calculos &) y b)?, ;v
en el caso de ¢] y dj?

.............................................................................................................................................................

El resultado que ustedes han obtenido en los dos primeros
calculos es -0,4 y en los otros dos calculos es 7.

Estos ejemplos verifican que si a un numero racional se o
multiplica por el numero uno (1), a izquierda o derecha, el
producto que se obtiene es siempre el numero racional TR T
considerado. Por ello, el nimero 1 es el elemento neutro de la S PP USTIUU
multiplicaciéonen@. e VT

PENSAR

Elemento neutro e RO

Existe el niimero 1 perteneciente a Q, tal que para todo ntimero
racional "a" se verifica: la=al=a

5 Analicen y completen:

0,5-2=2-(-0,5) TP }

91
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NOTAS Podemos concluir que: el orden en que se multipliguen los
factores no altera el producto o resultado,

PENSAR
.............................................. Propledad conmutativa
TP Para todos los ntimeros racionales a, b se verifica gue:
.............................................. a-b=b-a
.............................................. 6. Analicen la siguiente igualdad y observen los nombres que
................................. fieeie..... aparecen.
.............................................. 3.05=03.5
—_— et
_____________________________________________ Primer miembro Segundo miembro
.............................................. El signo igual (=) separa los dos miembros de la igualdad
.............................................. dada. ;Se trata de una igualdad?
.............................................. Para verificar si la expresion es realmente una igualdad
.............................................. completen:
,,,,,,,,,,, 3.05=.cc. ¥ 03-5= ..
.............................................. Observen el resultado que obtuvieron en cada caso. Si
................... ceevceiiiiieeioe-o o resultaron nimeros iguales, entonces es una igualdad. ;Qué
.............................................. ocurrio?, jes una igualdad?
....................................... Este calculo que realizaron se puede expresar:
............................................. 2-05=03-5
............................................. ‘——v—.—' L‘—v_—'
.............................................. 1,5 15
Es decir, se realiza el calculo en cada miembro v luego se

.......................................... ... comparan los resultados obtenidos.
.............................................. a) Si multiplican ambos miembros por el nGmero (-0,1} la
.............................................. expresién queresultaes: ........... ... ... ........

B Realicen el céleulo indicado en cada miembra. Recuerden la

propiedad asociativa.
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Primer miembro  Segundo miembro

Podemos concluir que si a ambos miembros de la igualdad
se los multiplica por un mismo nimero racional, se mantiene la
igualdad.

PENSAR

Propiedad uniforme

Para todos los niimeros racionales a, b, ¢; se cumple que si
a=bentoncesa-c=b-c

l.a propiedad que analizaremos, la cancelativa, esta muy
vinculada con la anterior y se refiere a la cancelacion de factores
iguales (distintos de cero), en distintos miembros.

Ejemplo:
5 1 . 2 27 cancelando (se elimina) el 2 en ambos miembros
g d [ F)9=2%F)"Fn expresion queda:
{_ 1 ) . 9= ( 2y 2 y si resuelve el calculo de cada miembro queda:
S =ftz) % :
=]

Luego, todo factor (distinto de cero) que aparece en ambos
miembros de una igualdad puede ser cancelado conservando la
igualdad.

PENSAR

Propiedad cancelativa

Para todos los numeros racionales a, b,cy c # 0, si
a-c=b-centoncesa=>b

PROPIEDAD DISTRIBUTIVA DE LA MULTIPLICACION
RESPECTO DE LA SUMA'Y LA RESTA

ACTIVIDADES

1. Conteste las preguntas que se formulan a continuacion. Observe la siguiente iqualdad:
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a-(b+cj=a-b+a-c

Gy SIS WHRNETOE TRNES .o o e T e e ey s ke
b) ¢Cudntos y cudles son los factores del primer MIEMBIO? .......ococcoevrveivresimrerisrsiine eesiisersses e
Seguramente usted contesto: "dos". Siendo los faclores a y (b + ¢)

¢) ;Cudntos y cudles son los términos que tiene el SequNdo MIBMBYO?......c...icvviorovriiionrorssinnsiriesersseenseransssesesns
Seguramente usted contesto: "dos". Siendo los términosa-b y a-¢

d) Si observa los términos del sequndo miembro y los compara con los factores del primer miembro
Jqué observa?

¢ 2Cudlas el privier [Hctor el DYTET TRIBITBION ittt oo s oo s a8 o 3 I b s

Lste facior "a" aparece en los términos del segundo miembro... sen cudles? Como el factor "a" aparece en los
dos términos del segundo miembro puede decirse que: se ha distribuido el factor "a" en cada término.

2. Trabaje sobre el siguiente ejemplo:

2 S 2 : : : y
Para resolver el cdlculo: 2 ( 45 -3) = pueden seguirse dos caminos, como veremos a continuacion.
En primer lugar, le proponemos resolverlo sin distribuir el factor 2. Para ello realice lo que se pide:

a) Resuelva el cdlculo que aparece entre paréntesis y luego encuentre el producto de dos con dicho namero:

Ahora, le proponemos resoluerlo distribuyendo el factor 2. Para ello realice lo que se pide:

b) Distribuya el factor 2 en cada término encerrado en el paréntesis; es decir multiplique cada uno de los
términos que encierra el paréntesis por dos. Complete las lineas de puntos.

Pl S F)d 8 vl i e

¢) La expresion obtenida sepdrela en términos y resuelva el cdlculo que aparece en cada uno de ellos. Complete
la linea de puntos y obtenga el resultado final.

3

Si observa el resultado que obtuuo al resoluer el ejercicio por cada uno de los caminos propuestos, encontrard

que los dos resultados coinciden. Es decir, en umbos casos obluvo % o bien si, simplificé, obtuvo = .

Entonces, dado que se obtiene el mismo resultado puede escribir la siguiente igualdad:

2

Lad | L

+53)=2- 3 +2:5-2-3

04



En esta expresidn se observa que el factor 2 se ha distribuido en el sequndo miembro a cada término de la

suma algebraica que estd encerrada entre paréntesis en el primer miembro.

3. Resuelva el siguiente cdlculo de las dos formas posibles:

2.(5+10-3) =

En los dos ejemplos anteriores usted ha podido aplicar y
verificar la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto
a la suma vy a la resta.

PENSAR

Propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la suma
y a la resta

El producto de un ntimero racional por una suma algebraica
puede obtenerse calculando la suma de los productos de cada término
por el factor considerado.

En simbolos: para todos los niimeros racionales a, b, ¢ se cumple
quea:-(b+c)=a-b+a-.c

ACTIVIDADES

El camino sequido por usted
seguramente es similar a lo que se
muestra a continuacion:

2.(5+10-3)=2-5+210- 23
2. 12 =10+ 20-6
24 = 24

1. Resuelva cada uno de los siguientes produclos:

R

. i\

~ha
|



L T GRCrar S CREU L
VIHERIMBNIEA 1 - Rlahs

Seguramente coincidird en que todos son iguales al nimero 1, es decir; al elermento neutro de la multiplicacion.
En los casos como estos, se dice que los factores son nimeros racionales inversos. Asi se tiene que - 5 y - 3 son
- 1 ; < g . H ~ 3
inversos, % ¥ 5 son inversos multiplicativos como los son también - = y -5 .

;Cudl es el inverso multiplicativo de 11 D T A

of 2 : 11 : 1 3 7 : \
Si pensé en el numero 3 estd en lo correcto, va que 3 - 17 = 1, el resultado 1 es lo que permite afirmar que se

trata de niimeros racionales inversos.
Observe. El inverso de un racional positivo es otro racional positivo. El inverso de un racional negativo es

otro racional también negativo. Podemos concluir también que el producto de un ntimero distinto de cero por
su inverso es 1.

PENSAR

Propiedad del inverso multiplicativo

Todo ntimero racional distinto de cero tiene su inverso
multiplicativo.
COCIENTES DE NUMEROS RACIONALES

Antes de comenzar a resolver diversas situaciones,

recordaremos algunos conceptos para resolver los calculos que
surjan.

ACTIVIDADES

1. Piense y escriba una siluacion gue para su resolucion deba calcularse un cociente entre nimeros racionales,
Luego resuéluala.

2. Ahora lea la siguiente situacion:

Suponga que a und persona que estd siguiendo una dieta alimenticia muy rigurosa, el nutricionista le indica
que el medio litro de gaseosa que puede consumir diariamente debe beberlo repartido en dos tomas, una antes
del almuerzo y la otra antes de la cena. ;Qué parte de un litro de gaseosa bebe en cada oportunidad?
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a) ;Qué pide el problema? Lscriba con sus palabras su enunciado.

¢} ¢Qué cdlculo resuelve la situacidn planteada?

Situaciones como éstas en las que hay que partir, en este
caso medio litro de gaseosa en dos partes, implican que,
aritéticamente, se realice un cociente entre los numeros

racionales 5 y 2 para responder a lo pedido.

Luego el calculo que tiene que resolver es;

Tnverso multiplicativo

Es decir que, en cada toma, antes del almuerzo y antes de la
cena, la parte del litro de gaseosa que debe beberse es 4 (una
cuar ta) parte del litro. En otras palabras un cuarto litro de gaseosa:
3 litro, cociente entre dos

numeros racionales

Otro aspecto a considerar al realizar el cociente entre dos

numeros racionales es la regla de signos correspondiente para El cociente entre dos nimeros
determinar el signo del cociente o resultade: racionales expresados en forma

fraccionariu es:
* Si se dividen dos nimeros racionales del mismo signo el

; 55 d
coclente es posilivo, -g— : % = g . f , donde ¢
* Si se dividen dos nimeros racionales de distinto signo el es el inverso multiplicativo de -f; ’
cociente es negativo. del divigor.
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COCIENTES ENTRE NUMEROS RACIONALES
EXPRESADOS EN FORMA DECIMAL

Situacion 1

Suponga que sc desea repartir $ 354,24 entre 4 personas.
;Cudnto dinero recibira cada una de ellas?

Proponga y resuelva el cilculo que dirime la situacién
planteada.

Posiblemente coincidird que el calculo a resolver es
354,24 : 4 y el resultado del mismo es: 88,56.

Por lo tanto, cada una de las personas recibira un monta de
$ 88,56.

En esta situacién usted resolvié un cociente donde el
dividendo es un numero decimal y el divisor es un nlmero entero.
Pero, squé ocurre en los casos en que el divisor también es un
ndmero decimal?

a) Por ejemplo si usted desea dividir:
12 :0,04 -

Si usted resuelve el calculo empleando una calculadora no
lendra ningan inconveniente. Pero si decide resolverlo escribiendo
cada paso de la cuenta notara que la dificultad esta en el divisor
sPor gué?

Efectivamente el divisor -cuatro centésimos- es un nimero
decimal. Para resolver el calculo puede pensar en seguir dos
CaTninos:

 expresar dicho cociente en forma fraccionaria 'y resolverlo,
o bien

* pensar y buscar de qué forma podria translormarse el
divisor en un nimero entero para que ¢l calculo sea de 1a forma
del propuesto en la situacion 1.

El primero de los caminos a seguir usted ya lo conoce.
Resuelva el cocienle equivalente al dado pero expresado en forma
fraccionaria. Para lo cual le mostramos la expresién que resulta al
escribir el dividendo y el divisor del cédlculo en forma fraccionaria:
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1250004 =12 1 a5 = o
Pero para el segundo de los caminos hay que pensar como

transformar el divisor en un namero enteto. ;Se le ocurre alguna
alternativa? Coméntela:

¢Plense por qué nimero debe multiplicar al divisor para
transformarlo en el nimero entero 4?2

Pruebe con multiplicatlo por 100 y obtiene que 0,04 - 100 - 4

Si el divisor de una divisiéon es multiplicade por 100, en este
caso para obtener un calculo equivalente al dado inicialmente, se
debe multiplicar por el mismo numero al dividendo. De esta forma
queda:

12 : 0,04 = (12 - 100) ; (0,04 - 100) = 1.200 : 4 =

Resuelva el calculo escrito al final. ;Qué valor obtuve?

Compare el resultado obtenido siguiendo esta forma de
resolver el cociente indicado con el obtenido por el otro camino
(expresando el cociente en notacién fraccionaria). ;Qué ocurre?

Seguramente siguiendo un camino u otro, o bien empleando
calculadora, el resultado o cocienle que se obtiene es 300, en todos
los casos.

Situacién 2

Resuelva el gsiguiente cociente expresado en {orma decimal:

188 25=

Ahora le proponemos que lea lo que usted hizo y compare su
célculo con el que se muestra a continuacién:

1,68:05={1,69-10);(05-10)=16,9:5=3,38

PENSAR

Para resolver los cocientes en los cuales el divisor es un niimero
escrito en notacién decimal debe transformarse dicho cociente en un

AL



cociente equivalente con el divisor entero. Para lo cual se debe
multiplicar el dividendo y el divisor por la unidad seguida de tantos

ceros como cifras decimales tenga el divisor (por ejemplo: por 10, por
100, por 1.000).

PROPIEDADES DE LA DIVISION

ACTIVIDADES

Les comentamos que en el andlisis de las propiedades sélo consideraremos las mas utilizadas en la resolucion
de cdlculos y ecuaciones.

1. Calculen el cociente de las siguientes divisiones. Pueden ayudarse con una calculadora.

3 (18 _

8) 0164 2 = voiveriines ) 4 ¢ (32 )= s 2) (18 SBB0R = s
Respuestas:
a) 0,08;b) - = ;¢ 60

Si siguen calculando cocientes con numeros racionales
encontraran que el cociente es Gnico y es un numero racional.

PENSAR

Propiedad de cierre

El cociente entre dos ntimeros racionales es un niimero racional
unico.

¢;La division entre niimeros racionales cumple la propiedad conmutativa?

2. Calculen los cocientes y completen con "igual” (=) 0 "no es igual” ( # ) segun corresponda. En este caso
también pueden ayudarse con la calculadora.

2) 1,6 :16....... 1,6 : (-1,6) = B) -0,25: 5 ... 5 - (-0,25) G B G e
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Al observar cada urno de los ejercicios, se visualiza que se
han conmutado el dividendo por el divisor en el segundo miembro
de cada una de las propuestas. Al calcular los coclentes, solamente
en a) fue posible que ustedes escribieran una igualdad, no

ocurriendo lo mismo con los puntos b) y ).

PENSAR
La division de numeros racionales no cumple la propiedad
conmutativa.

4. Les proponemos que verifiquen el siguiente enunciado: la division de nitmeros racionales no es asociativa.

a) Para ello resuelvan los siguientes calculos respetando el orden que indican los paréntesis y completen con
"igual” { =) 0 "no es igual” (# ) segtin corresponda. Pueden ayudarse con la calculadora.

A B
(12,87 : 3,45) : 0,98 12,87 : (3,45 : 0,98) £5 08 NG {415
0,98 ..o, 12,87 N 2
................. . 1; Simerrenn 3 Phresesst st R

Fn los célculos que ustedes realizaron habran podido
observar que la divisién no cumple con la propiedad asociativa

PENSAR

La divisién de ntimeros racionales ho cumple la propiedad

asociativa.

ACTIVIDADES

1. Resuelva cada una de las siguientes siluaciones:

a) Andrés desea saber con cudntos vasos de  litro puede [lenar 4 botellas de T litros de jugo cada una.
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b) Juan va al banco y pide 10 billetes de $100, 15 billetes de $50 y 20 billetes de $5 para pagar el trabajo de
una semana a 10 cosechadores que han juntado la misma cantidad de fichas cada uno. ;Cudnto se le paga a
cada trabajador? Si por cada ficha se pagan $0,50, jcudntas fichas entregé cada cosechador?

CALCULOS CON SUMAS, RESTAS, PRODUCTOS
Y COCIENTES DE NUMEROS RACIONALES

Realice el analisis del siguiente calculo:

2 95 o f 1y 4

T-i0 ¢t 5'(‘ :) 5

Para realizar el calculo indicado le sugerimos que lo resuelva
primero usled solo y luego compare con los pasos que se muestran

a continuacion;

1 Se separa en términos. Observe,

- 2“\, T T
< ) _— i 4
39 ‘3-(' 5 )‘ 5=

2¢ Se resuelve la operacion indicada en cada término.

4
1+ (-25)-+5=
3" Se eliminan los paréntesis, teniendo en cuenta las reglas

de los signos.

1 9% =

4° Se resuclve la suma algebraica y se obtiene el resultado

final.

Y
.J'h;\.)

En ¢l siguiente calculo, siga cada uno de los puntos que se
g

indican:
32 fn 3 3 4 . 1A,
L (e 3-3)-(4+3)

1° Separe en términos.

ul'-l'_’]
]

2° Resuelva cada paréntesis.

3° Resuelva las operaciones indicadas en cada término,



teniendo en cuenta los signos y sus reglas.

ACTIVIDADES

Cenijuntos numeéricos

1. Resuelva el siguiente cdlculo mostrando el procedimiento seguido:
025:05-5-(5:45)=
Respuestas:
1
025 =7
POTENCIACION NOTAS
Situacion 1
l.ea la siguiente situacion.
A un taller mecanico llegaron 2 cajas que contienen 2
paquetes cada una y en cada paquete hay 2 velocimetros. [l
encargado del talier se pregunta, jcuantos velocimetros tengo que

desembalar?

Ll encargado del taller, para responder su pregunta, hizo el
siguiente dibujo para llegar al resultado:

El razonamiento que el mecanico hizo esta escrito a
continuacion:

s Tengo dos cajas y de cada caja saco dos paguetes. Entonces
lengp:2.2=4

* Tengo 4 paquetes.

» Si en cada paquete hay dos velocimelros, entonces tengo:
2.2.2=8

* 'Tengo entonces 8 velocimetros.

R L F R A e e AU e
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NOTAS

10 hileras

104

10 baldosas

Este producto (8) expresado como multiplicaciéon de un
factor repetido un numero determinado de veces (tres veces:
2-2-2), se puede escribir de una forma "abreviada”

20 =8 y selee: 2 elevado a la tercera es igual a 8.

Esta nueva forma de escribir un producto en la que se repite
un mismo factor se llama potencia.

En la potencia el numero que se repite como factor se llama
base y el numero de veces que ese factor se repite se llama
exponente y al resultado se lo llama también potencia. Asi, en el
ejemplo se tiene:

exponente

=| 8| Potencia o resultado

base

Situacién 2
Lea, analice y complete la siguiente situacién

Juan desea contar la cantidad de baldosas que tiene su patio,
cuya representacién se muestra en la figura de la izquierda.

Primero comienza contando las baldosas una por una.

La primera vez cont6 98 baldosas, la segunda 96 y la
tercera 97.

Piensa en otro modo de hacer el recuento.

;Como sugiere usted contar la totalidad de las baldosas, sin
contar una por una?

Juan, para volver a contar, piensa de la siguiente forma:

e "Tengo 10 hileras y en cada una 10 baldosas, es decir 10
repetido 10 veces". En total tengo: 10 - 10 = 100"

;Como son los factores de esta multiplicacién?



Si lo escribe como una potencia, resulta:................... . Se NOTAS
lee: 10 elevado a la segunda es igual a 100.

Situacion 3
a) Exprese como potencia los siguientes productos:
4-4-4-4-4-4-4-4= ... Se lee: cuatro elevadoala ...
octava.
03:-0,3-0,3= .......... Se lee: tres décimos elevados al cubooa — ................
la tercera.
b) Exprese como producto las siguientes potenciasy ...
resuelva:

Se lee: dieciocho décimos elevado a la segunda o elevadoal ...
cuadrado.

LOS SIGNOS DE LA POTENCIACION
Hasta el momento, solamente han aparecido calculosde ...
potencias con bases que son numeros racionales positivos. Perono ...
debemos perder de vista los numeros racionales negativos. ...
Situacion4
Para realizar las actividades que siguen, recuerde que sise ...
multiplican dos factores del mismo signo el producto tiene el signo  ................
positivo y si se multiplican dos factores que tienen distinto signoel — ................
producto es negativo.
Para comenzar, se muestra el cdlculo de los puntosa) yb). ...
a) (-5)== Se lee: menos cinco elevado al cuadrado.
Aplicando la definicién de potenciacién y notando que los ...
factores son negativos, la potencia resulta:
(-5)2=(-5)-(-5)=25
Se lee: menos cinco elevado al cuadrado es igual a menos cinco ...
por menos cinco que es igual a 25. El signo del producto es positivo. ...

b) (-0,3)* = o

Conjuntos numéricos
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NOTAS

Aplicando la definicién de potenciacién y teniendo en cuenta
el signo de los factores:

(-0.3)*=(-0,3) - (-0,3) - (-0,3) - (-0.3)

Se lee: menos tres décimos elevado a la cuarta es igual a: menos
tres décimos por menos tres décimos por menos tres décimos por menos
tres décimos.

Aplicando la propiedad asociativa de la multiplicacion en los
dos primeros factores, y teniendo presente los signos de los
factores, resulta: 0,09 - (-0,3) . (-0,3) =

Aplicando nuevamente la propiedad asociativa y observando
que: "si los dos factores tienen distinto signo el producto es

negativo"”, resulta: -0,027 - (-0,3) =

Por ultimo y como los dos factores tienen el mismo signo, el
producto es positivo.

Resultando finalmente:
(-0,3)* = -0,027 - (-0,3) = 0,0081
;Por qué el resultado o potencia es un numero racional

expresado con notacién decimal y tiene cuatro cifras después de la
coma’?

Recuerde que anteriormente usted resolvié productos de este
tipo.

) (-2)° =

Aplique la definicién de potenciacién y resuelva aplicando la
regla de los signos.

Aplique la definicién de potenciacién y resuelva.
Observe las potencias dadas en esta actividad y responda:

;La base de estas potencias son numeros racionales positivos
0 negativos?



Conjuntos numéricos

;Qué signo tiene el resultado? NOTAS

Situacion 5
Complete y calcule las siguientes potencias, a partirde la ...
definicion:

Observe las potencias dadas en esta actividad y responda: ...
;La base de estas potencias son nimeros racionales positivos ...
onegativos?

;Qué signo tiene el 1esultado? ..o
Conclusiones
En la situacién 3 se observa que si la base es un NUMEro ...
racional positivo y el exponente es un nimero natural (par o
impar), la potencia es un nimero positivo.
En la situacién 4 se observa que si la base es un nimero
racional negativo y el exponente es un numero natural par,la
potencia es un nUmero positivo.
En la situacién 5 se observa que sila base es un NUMeEro ...
racional negativo y el exponente es un numero impar, la potencia ...
es un numero negativo.

RECORDAR b,

Para recordar los signos en la potenciacién: la potencia que ...
tiene como base un numero racional y como exponente Un
numero natural da por resultado otro nimero racional que es
negativo Unicamente cuando la base es un nimero negativoy el ...
exponente es un nimero impar; en los otros casos la potencia es ...
un numero racional positivo.
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NOTAS ANALISIS DE CASOS ESPECIALES DE POTENCIAS

CON BASE RACIONAL
.............................................. Antes de avanzar, se muestra el siguiente esquema donde se
........................................... considera que a y p son numeros racionales y n es un nimero
.............................................. entero.

"""""""""""""""""""""""" exponente

........................................... @ é = p > potencia | ——— Se lee:

"a" elevado a la "n"

base

........................................... Observacién

.............................................. Si un numero racional esta elevado a la segunda se lee,
........................................... usualmente, que estd elevado al cuadrado.
.............................................. Si un numero racional esti elevado a la tercera se lee,
........................................... usualmente, que esté elevado al cubo.

........................................... e Potencia con exponente igual a 1
.............................................. Recuerde la definicién de potencia y resuelva:

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4

.............................................. (%)1 - (%)1 S (5=

.............................................. Al observar los ejemplos resueltos seguramente obtuvo
........................................... como resultado el mismo niimero que tiene la base de cada una
.............................................. de las potencias arriba propuestas. Esto se debe a que al ser el
.............................................. exponente el numero 1, indica que la base esta como factor una
........................................... Unica vez, por lo que se puede concluir que:
.............................................. La potencia de base racional que tiene exponente igual a 1 es
........................................... igual al ntimero racional que tiene como base.
.............................................. e Potencia con exponente O y base distinta de cero
.............................................. Lea con atencién cada uno de los siguientes ejemplos de
.............................................. potencias que ya estan resueltos:



Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4
3 \o 5 \o
(-5)"=1 (-0,02)° = 1 (2)"=1 158° = 1

;Qué resultado se obtiene cuando el exponente de una

potencia es cero?

La potencia de base racional distinta de cero y exponente
igual a cero es igual a 1.

Por ahora aceptaremos esta afirmacién. A medida que

avance en sus estudios podra fundamentar por qué toda potencia

con exponente cero es igual a uno.

e Potencia con exponente entero negativo y base distinta de

cero
Lea con atenciéon cada uno de los siguientes ejemplos
resueltos:
Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3
opuesto opuesto opuesto
N i-E_ 4\2_16 l-[_ S \3_ 125
@' =(2)=2 | G)=(3)=% | (5)=(2)--%
inverso mverso mverso
Ejemplo 4
opuesto
-3 2 l; 10\3 1000
(0.2°=(-5%)"= (%) =-"F" =-125
inverso
Observe cada ejemplo y responda:
;Qué signo tiene el exponente de las potencias de los
ejemplos?

En todos los casos las potencias tienen exponente negativo
(es decir son numeros entero negativos) y fueron igualadas a otra
potencia equivalente cuya base tiene el mismo signo. Pero, ;qué
numero es respecto de la base inicial?

Conjuntos numéricos
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NOTAS

Al igualar cada potencia a una potencia equivalente a la
dada cuya base es el inverso multiplicativo de la base de la
potencia inicial, ;qué ocurrié con el exponente de esta nueva
potencia? ;Qué numero es?

Ahora resuelva usted solo las siguientes potencias de
exponente negativo y explique los pasos que realiza hasta llegar al
resultado.

Al observar los ejemplos puede concluir que: la potencia de
base racional distinta de cero y de exponente entero negativo es
igual a otra potencia cuya base es el inverso multiplicativo de la
base dada y el exponente de la nueva potencia es el opuesto del
exponente (un entero positivo).

PENSAR

Definicién

n__n

a . . .« L. -
Sea H un numero racional (con b distinto de 0) y "n" un ntimero
entero, se define la potenciacién como sigue:

()=
O

a \n a a . . oy
(g) =45 b - b »Siendo n un nimero entero positivo o natural

(n > 1) que indica el ntimero de veces que hay

que multiplicar el factor “% ” por si mismo.

1 . . .
a = (g)n =1, siendo n un niimero entero negativo (n < 0).

ACTIVIDADES

1- Calculen:
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PROPIEDAD DISTRIBUTIVA DE LA POTENCIACION CON NOTAS
RESPECTO A LA MULTIPLICACION Y A LA DIVISION
DE NUMEROS RACIONALES

Conjuntos numéricos

Situacidn 1

A continuacién analizara sila potenciacién es distributiva ...

con respecto a la multiplicacién de nimeros racionales. Le

proponemos este analisis a través de ejemplos, para luego escribir ...

non no,on

la formalizacion. Complete con "=" (es igual) o con "#" (no es igual) ...

segun corresponda:

2-3)= .. 2= - 3= Es decir que se trata de determinar sl = ...
el primer miembro es igual o bien no es igual al segundo miembro. ...

Antes de completar observe el segundo miembro (2=-3=)y
exprese con sus palabras qué diferencias encuentra en relacién al ...

primer miembro. Observe que en este caso, en el segundo

miembro, se ha distribuido el exponente a cada uno de los factores ...
de la multiplicacién de la base. Trabaje ahora completando cada ...

uno de los cuadros y compare los resultados finales.

(2-3)== 2= 3= =

Calcule el producto del paréntesis y
resuelva la potencia que queda:

2-3)==(.... )= =
Finalmente resulta:

(2-3)==(6)==36
Resulta entonces:

2~-3==4.9=36

:

Entonces complete la linea punteada como corresponda: (2 - 3)= ..

y también es valida la expresién reciproca: 2= - 3= = (2 - 3)=

Observe el resultado final que se obtuvo en cada cuadro. ;Son iguales o no?
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NOTAS

112

Si usted probara con otro ejemplo veria que ocurre algo
similar, por lo que puede expresarse que la potenciacion es
distributiva con respecto a la multiplicacién de nimeros
racionales.

Situacién 2

A continuacién analizaré si es posible distribuir la
potenciacién con respecto a la divisién de dos nimeros racionales.

Le proponemos este analisis a través de ejemplos para luego
escribir la formalizacion.

non

Complete con "=" (es igual) o con "#" (no es igual) segin
corresponda:

Es decir que se trata de determinar si el primer miembro es
igual o no al segundo miembro.

Antes de completar observe el segundo miembro (1,84 : 9A) y

exprese con sus palabras qué diferencias encuentra en relacién al
primer miembro

Como en el segundo miembro se ha distribuido el exponente
de la potencia al dividendo y al divisor, para poder completar con

=" (es igual) o con "#" (no es igual), realice lo que en cada uno de
los siguientes cuadros se pide:



potencia que se indica.
1,8A:9A=........ ...

Si observa el resultado de cada cuadro, sson iguales o
no?...........

Entonces complete la linea punteada como corresponda:
(1,8:9)A ........ 1,8A: 9A

y también es valida la expresién reciproca:

Si usted probara con otro ejemplo veria que ocurre algo ..
similar, por lo que puede expresarse que la potenciaciébnes ...
distributiva con respecto a la divisién de numeros racionales. ...

Situacion3

Faltaria indagar si la potenciacién es distributiva respectode  ...............
la adicién y la sustraccién de numeros racionales.

Bien, comencemos con el anélisis y le proponemos .

completar con "=" (es igual) o con "#" (no es igual) segin
corresponda:
(03+0,2-0,1)A ......... 0,3A+0,20-0,1A
Es decir se trata de determinar si el primer miembro es igual — ..............
o no al segundo miembro.
Antes de completar observe el segundo miembro
(0,3A + 0,2A - 0,1A) y exprese con sus palabras qué diferencias ...
encuentra en relacion al primer miembro. L

(1,8:9)A = 1,80 1 9A = NOTAS
Calcule el cociente del Calcule la potencia del dividendoy | ... ...
paréntesis y resuelva la la del divisor. [

(1,8:9)A=(....... =
Encuentre el cociente entrelos |
Resulta entonces: numeros que obtuvo: [ Y
(1,8 : 9)A = (0,2)A = 0,008 1,8A:9A=5832:729=....... | e
Resulta entonces: |
1,8A:9A=0,008 |

1,80:9A=(18:98 |

Conjuntos numéricos
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Observe que en este caso, en el segundo miembro, se ha
distribuido el exponente a cada uno de los términos de la suma
algebraica.

Trabaje ahora completando cada uno de los cuadros y
compare los resultados finales.

(0,3+0,2-0,1)A = 0,3A + 0,2A - 0,1A =

Calcule la suma del Resuelva la potencia indicada en cada
paréntesis y resuelva la uno de los términos y luego resuelva la
potencia. suma algebraica que obtiene.
(03+0,2-0,1)A=(...)A= 0,3A + 0,28 - 0,1A = 0,027 + ..... - .....=
Resulta entonces: Resulta entonces:

(0,3+0,2 - 0,1)A = 0,064 0,3A + 0,2A - 0,1A = 0,034

Si observa el resultado final obtenido en cada cuadro
sson iguales o no?..............

Entonces complete la linea punteada:
03+0,2-0,1)A......... 0,3A + 0,24 - 0,1A
o también reciprocamente:

0,3A+0,2A-0,1A # (0,3+0,2-0,1)A

Aunque pruebe con otros numeros siempre llegara a la
misma situacién final, ya que la potenciacién no es distributiva
con respecto a la suma y resta de nimeros racionales.

A modo de sintesis lea el siguiente cuadro en donde a, b, c
son numeros racionales y n es un numero entero:

PENSAR

La potenciacién si es distributiva respecto de la multiplicacién de
numeros racionales:

(a - b)~=a~ - b~ De aqui se desprende también la reciproca:
ar-b* = (a- b

La potenciacién si es distributiva respecto de la division de
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numeros racionales: NOTAS

(a:b)»=a":b", conb £0. De aqui se desprende tambiénla ...
reciproca: a® :bh = (a:b)>
La potenciacién no es distributiva respecto de la suma nila resta ...
de numeros racionales:
(a+Db-c)»#a”+ b~ - c™. De aqui se desprende también la ...
reciproca: a® + b* - c* # (a+b-0)*
Es momento de detenernos para que usted relea y reviselo ...
hecho. Le proponemos que realice una sintesis de lo abordado en
potenciaciéon de numeros racionales.

ACTIVIDADES

1. Escriba como potencias el siguiente producto:
@)2:2:2-2-(3):(-3) =i
b) (-5 - (-5 -3-3-3= e,

2. Calcule las siguientes potencias.

3) Andrea llega después de muchos afios de vuelta a su pueblo y se encuentra con dos amigas. Después de 5
minutos de charla se despiden. A su vez estas dos amigas, cada una, le cuenta a otras dos amigas y al cabo de
5 minutos se despiden. Y asf sucesivamente. Si esta situacion se siguiera repitiendo cada cinco minutos, al cabo
de 20 minutos, scudntas amigas de Andrea sabrian que llegd

(sugerencia: la representacion grdfica de lo que ocurrié durante los 20 minutos le ayudard para luego realizar el
cdlculo correspondiente) ?

4) Sofia desea retapizar su escritorio, que es de forma cuadrada. Ha recortado 20 fotos, de la misma forma y
tamario, de sus artistas y cantantes favoritos. Sabe que a lo largo y a lo ancho puede poner 5 fotos sin
superponerlas. ;Le alcanza el niimero de fotografias que tiene? Indique el ntimero de fotos que le sobran o le

faltan.

5) Resuelva aplicando la propiedad distributiva o la reciproca cuando sea posible.

6) Le proponemos a continuacién un desafio. Verifique si el resultado del siguiente cdlculo es: -109
(una pequefia ayuda: identifique los términos, si aparecen).
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2-3=+(4-7)A-(2-5==

Respuestas: y | o
2.a) 1;b) -1,5 ¢) 29; d)-2,197; e) -100000; f) 36
3. 16 amigas

4. No le alcanzan por que le faltan 5 fotos.

5. a) 36; b) 64; c) -1000; d) 97.

RA{Z DE UN NUMERO RACIONAL

ACTIVIDADES

1. Le proponemos completar las lineas de puntos con ntimeros enteros positivos, en los casos que sea posible,
para que sea cierta la igualdad.

2) Le proponemos ahora completar las lineas de puntos con nuimeros enteros, en los casos que sea posible, para
que sea cierta la igualdad.

Situacién 2

El serior Gonzdlez debe cubrir una pared de forma rectangular y otra de forma cuadrada. Cada una de las
paredes las cubre con 36 cerdmicos. ;Cudntos cerdmicos debe colocar en el largo y en el alto de la pared de
forma cuadrada?

Responda

a) Si considera la pared de forma cuadrada, ;qué relacién debe existir entre el numero de cerdmicos que coloca
para cubrir el largo y el ntimero de cerdmicos que coloca para cubrir el alto de la pared?

b) Complete cada cuadro de la representacién con el ntimero de cerdmicos que son necesarios para cubrir cada
una de la paredes representadas grdficamente y con la forma de cada una de ellas.

116



¢) Observe la pared con forma cuadrada (la segunda figura de la representacién) y responda:

;Qué nuimero de cerdmicos debe colocar para cubrir el largo? ..........ccccoooviviiiiicinins.

¢ Qué numero de cerdmicos debe colocar para cubrir el alto? ............ccoocoviiviiiiiiiiis,

¢Cudl es la cantidad total de cerdmicos necesarios para cubrir toda la pared? ........................

Escriba qué hizo para hallar esa cantidad

Ahora le proponemos revisar juntos sus respuestas.

Sirealiza un analisis més detenido de la situaciéon 1,1) y2) ...
podré observar que lo que se pide en cada uno de los casos es ..
encontrar la base de cada una de las potencias dadas. ..

Para encontrar la base de una potencia, posiblemente usted, ...
para cada caso, se ha preguntado lo siguiente: L

Para el punto 1) en la expresion a): ;qué numero entero ...
positivo elevado a la cuarta da 167 O también puede plantearse: ...
;qué numero entero positivo multiplicado cuatro veces por si ...
mismo da por resultado 167 El nimero entero positivo que
satisface estas condiciones es 2, porque 2¢=16. ...

Para la expresion b): ;qué numero entero positivo elevadoal ...
cuadrado da 2?7 O también puede preguntarse ;Qué numero entero  ....................
positivo multiplicado dos veces por si mismo es 27 Si piensa, .
detenidamente coincidira que no existe ningin numero entero ...
positivo multiplicado dos veces por si mismo que sea igual a dos. ...
Por lo que este punto no es posible resolverlo.

Para la expresién c): ;qué numero entero positivo elevadoal ...
cuadrado da -817 O también puede plantearse: ;qué nimero ...
entero positivo multiplicado dos veces por si mismo da por .
resultado-81? En este punto ocurre algo parecido, no existe ningdn ~ ....................
numero entero positivo que elevado al cuadrado dé por resultado - ...
81 ya que la potencia de exponente cuadrado es siempre un .
numero positivo. Por lo que este punto no es posible resolverlo. ...

Para el punto 2) en la expresion a): ;qué numero entero ...
elevado al cubo da -27? El nimero entero que cumple esta ..
condicién es -3, porque (-3)A=-27.

Para la expresiéon b): ;qué numero entero elevado a la quinta ...

Conjuntos numéricos
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NOTAS

Recuerde:
Indice de la raiz

>1\/; = b - Taiz

Signo de raiz .
radicando

118

da 32?7 El nimero entero que cumple esta condicion €s ................. ,
porque si resuelve la potencia 2° obtiene ............ .

Por ultimo, para la expresion ¢): ;qué numero entero elevado
al cubo da 107 Seguramente ha estado meditando y no pudo
encontrar ningin numero entero que multiplicado tres veces por
si mismo dé por resultado 10.

A partir de la revisiéon de las respuestas de la situacién 1 a) y
b), se observa que no siempre es posible encontrar una respuesta a
las preguntas que se han formulado.

En la situaciéon 2 se observa que si la pared tiene forma
cuadrada el nimero de ceramicos con que se cubre el alto es igual
al nimero de cerdmicos con los que se cubre el largo, o sea 6. Son
necesarios 6 ceramicos en cada caso; se necesitan 6 hileras de 6
ceramicos para cubrir la totalidad de la pared.

Estas dos situaciones propuestas estan vinculadas con un
tema matematico que es la radicaciéon de nimeros enteros. Por
ejemplo, cuando se pregunta: ;qué nuimero entero positivo
multiplicado cuatro veces por si mismo es igual a16?

En aritmética, este interrogante se escribe simbélicamente
asi: V16 (se lee: "raiz cuarta de 16 es igual a") y la respuesta a la
pregunta planteada es 2; es decir que 2 es el resultado de la raiz
cuarta de 16. Si usted expresa en simbolos matematicos lo que
hemos escrito queda: 16 =2.

Si utilizamos esta nueva notacién, ;como escribiria el resto
de las expresiones de la situacién 17

En el punto 1:

b) (o...... )= = 2. Usted puede preguntarse: ;qué numero al
cuadrado da 27 O bien: ;la rafz cuadrada de 2 a qué es igual? Por
lo que en simbolos obtendria: (....... )==2 - 2= ..., que como
antes se indicé no tiene una solucién en el conjunto de los

numeros enteros.

En c) puede expresarse en forma equivalente como y-81, que
ya sabe que no es posible resolverlo.

Resuelva de la misma forma el punto 2).
1.327 =
2.432 =
3.410 =

En la situacién 2, para responder ;cuantos ceramicos son
necesarios colocar en el largo y en el alto de la pared cuadrada?, se



puede pensar en v36 = 6 (se lee: la raiz cuadrada de 36 es igual a 6).

A partir del anélisis de las situaciones 1y 2 podemos
concluir que no siempre es posible calcular la raiz de un nimero
entero. Ademas:

e Si el indice de la raiz es par (como en la situacién 1 punto 1.

a) la raiz esta definida para nimeros enteros positivos. Asi:

Va=Dsib"=a;siendo ay b nimeros mayores o iguales a
cero.

e Sin (Indice de la raiz) es impar (como en la situacién 1
punto 1. b), la raiz esta definida asi:

Va=bsib"=a:siendo a y b nameros enteros.

Situacién 3

Observe el siguiente cuadro en el que algunos ejemplos
aparecen resueltos y hay otros en los que usted debe completar la
respuesta de raices de nimeros racionales no enteros:

Ejemplo 1

FE= % porque (3)7= &

Ejemplo 2

4\/%: % , porque (

wro
S——
'S

Il

Ejemplo 3 Ejemplo 4

Ejemplo 5 Ejemplo 6
I 2
- 4 e R R R R R R P PP 5 e R R R R R P PP

Al terminar de resolver el cuadro coincidira que para el
ejemplo 5 no es posible proponer una respuesta, ya que no existe

ningn numero racional que elevado al cuadrado dé por resultado
9

=

Y en el caso del ejemplo 6, tampoco es posible encontrar un

numero racional que elevado al cuadrado dé por resultado % .

Después de resolver estas situaciones y teniendo en cuenta

las observaciones realizadas, estamos en condiciones de proponer
la siguiente formalizacion:

Conjuntos numéricos
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NOTAS

.............................................. PENSAR

n_n .

.............................................. En general, si se considera que "a" es un numero racional y
.............................................. "n" es un nimero entero mayor a 1, se puede definir:
.............................................. Va =D si se cumple que b" = a.
.............................................. Se lee: la raiz enésima de un niimero racional "a" es un niimero
.............................................. racional "b" si cumple que "b" elevado a la "n" es igual a "a".
.............................................. Para complementar la definicién anterior hay que considerar
.............................................. lo siguiente:

.............................................. ¢ Sin (Indice de la raiz) es par, la raiz esta definida para

.............................................. numeros racionales positivos. Asi:

.............................................. Na=bsi b"=a; siendo a y b nimeros mayores o iguales a

.............................................. cero.

.............................................. e Sin (Indice de la raiz) es impar, la raiz esta definida asi:

.............................................. Na=bsi b"=a; siendo a y b nimeros racionales.

.............................................. e No siempre la raiz enésima de un nimero racional es otro

.............................................. numero racional.

.............................................. e Sin (Indice de la raiz) es par, la raiz de un nimero negativo
no es un numero real. Ya que no existe ningiin nmero racional o
irracional que multiplicado "n veces" por si mismo (siendo n par)
dé un numero negativo.

ACTIVIDADES

1. A continuacion, teniendo en cuenta la definicidn de radicacion, calculen las siguientes raices. Se analizardn
algunos ejemplos y ustedes analizardn otros, completando lo que falte.

a) 5\/732 = 2 porque se cumple que 2° = 32
0 3\/7 = -1 porque se cumple que (-1)A = -1

d) 3/(-32) = -2 porque se cumple que ..............

e) \/;5 = 5 porque se cumple que ..................
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2. A partir de los resultados obtenidos analicen:

a) Observen los ejemplos. ;Cudles corresponden a raices en las que el indice de la raiz es un niimero entero
mayor a 1 e impar y el radicando es un ntimero racional positivo?

En casos con estas caracteristicas (1 y 2), jla raiz o resultado que obtuvo qué signo tiene?

Podemos concluir que: NOTAS

* si el indice de una raiz es un niimero entero mayor a 1 e impar
y el radicando es un ntimero racional positivo, la raiz o resultado serd
positivo.

b) Observen los ejemplos. ;Cuales corresponden a raices en
las que el indice de la raiz es un nimero entero mayor a 1 e impar
y el radicando es un numero racional negativo?

En casos con estas caracteristicas (3 y 4), ;la raiz o resultado
que obtuvo qué signo tiene?

Podemos concluir que:

e si el indice de una raiz es un ntimero entero mayor a 1 e impar
y el radicando es un ntimero racional negativo, la raiz o resultado serd
negativo.

c) Observen los ejemplos. ;Cuales corresponden a raices en
las que el indice de la raiz es un niimero entero mayor a 1 par y el
radicando es un nuimero racional positivo?

En casos con estas caracteristicas (5 y 6), ¢la raiz o resultado
que obtuvo qué signo tiene?

Podemos concluir que:

* si el indice de una raiz es un niimero entero mayor a 1 par y el
radicando es un ntimero racional positivo, la raiz serd positiva.

d) Observen nuevamente los ejemplos. ;Cuales corresponden
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NOTAS a raices en las que el indice de la raiz es un nimero entero mayor
a 1 par y el radicando es un numero racional negativo?

.............................................. En casos con estas caracteristicas (7), s1a raiz o resultado
.............................................. existe?

............................................ Podemos concluir que:

.............................................. e si el indice de una raiz es un niimero entero mayor a 1 par y el
............................................ radicando es un niimero racional negativo, no existira la raiz o
.............................................. resultado.

............................................ A partir de este analisis ustedes pueden, ahora, utilizar la
.............................................. regla de signos que hay que considerar al resolver una raiz.

.......................................... PENSAR
.............................................. 1 el indice de una raiz es un nuimero entero mayor a 1 par y el
.............................................. radicando es un ntimero racional positivo, la raiz serd positiva.

.............................................. e Si el indice de una raiz es un niimero entero mayor a 1 e impar
.............................................. y el radicando es un ntumero racional positivo, la raiz o resultado sera
............................................ positivo.

.............................................. e Si el indice de una raiz es un niimero entero mayor a 1 e impar
............................................ y el radicando es un ntimero racional negativo, la raiz o resultado serd
.............................................. negativo.

............................................ e Si el indice de una raiz es un niimero entero mayor a 1 par y el
.............................................. radicando es un ntimero racional negativo, no existira la raiz o
.............................................. resultado.

.............................................. Lean nuevamente el cuadro y respondan: ;cuél es el Gnico
.............................................. caso en el que el resultado de una raiz es un nimero negativo?

.............................................. Consideren que: siay b son dos nimeros enteros con b
............................................ distinto de cero y n entero mayor a 1, se puede expresar:

...................................... C . C n
......................................... B = g Slsecumple que (7) =5
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ACTIVIDADES

1. Encuentren las siguientes raices a partir de al definicién:

@) YE= B) Y- E = Q) -49= ... d) J100-64= ... &) L (32) = ..

Respuestas:
a) %; b) —%; c¢) No existe; d) 6; e) 2.

A esta altura del analisis serfa muy util que lean NOTAS
nuevamente lo abordado en el tema raiz de un ntimero racional.
Esos conocimientos los podran utilizar para interpretar el siguiente ...
esquema:

Raiz de un numero racional
csicemets e

Para resolver hay que

n considerar signos
v a = b » Regladelossignos ~ iirrirrrrrooroirrrriisiiiiiin

Sedefine

”\/;= b sise cumple queb’=a [

Observaciones:

e Sin (indice de la raiz) es par, la raiz esta definida para
numeros racionales positivos. Asi:

. - . ) T OO
yJa=b si b'=a;siendo a y b nimeros mayores o iguales a cero.
e Sin (indice de la raiz) es impar, la raiz estd definida. Asi: | o

Ma=b si b'= a; siendo a y b nimeros racionales. |

CALCULOS CON SUMAS, RESTAS, PRODUCTOS, COCIENTES, ...
POTENCIAS Y RAfCES DE NUMEROS RACIONALES

Siusted ha revisado lo hecho podra ahora aplicar sus
conocimientos para resolver calculos con sumas, restas, productos,



Matematica II - EGB3

NOTAS

cocientes, potencias y raices de nimeros racionales.
Estos calculos reciben el nombre de célculos combinados.

Le mostramos a continuacién uno de estos calculos ya
resuelto para que lo analice y luego resuelva los otros que le
proponemos.

Para realizar el siguiente célculo: 2 /-8 +15:3-2-3= ... ,
usted puede leer el calculo e identificar los términos. Recuerde que
los simbolos de suma y resta separan términos. De esta manera
senale cada término con un arco, como se muestra a continuacion.

Seguramente coincidird en que es necesario resolver cada
uno de los términos, prestando atencién a los signos que los
separan, los que usted tendra que conservar hasta llegar a una
suma algebraica que resolvera para llegar al resultado final.
Recuerde también que al resolver cada término debera considerar
los signos de los numeros de cada uno.

Observe todo el calculo resuelto:

2-3-8+15:3-2 3=
—_
2-3Y-8+15:3-2-3=
4-(-2)+ 5 -6=
-8 4+ 5 -6=
5-(8+6)=
5-14=-9

ACTIVIDADES

1. Ahora resuelva usted los cdlculos que se dan a continuacién y registre a la derecha de los mismos los pasos
que siguen en cada caso para llegar al resultado final.

a) 25 :5-2=: (-4) + 3 -2=
b) V(-8) 16 + 18 : (-2) - 3A =
c) 30:3=-¥(32)-4-2(-5)==
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Respuestas:
a) 8; b) - 44; c¢) -39



EXPRESIONES ALGEBRAICAS

A través del estudio que usted esta realizando en
matematica seguramente habra notado que ciertas expresiones,
sobre todo cuando hemos "formalizado", las hemos expresado con
palabras y esas mismas palabras, luego, las hemos expresado en
simbolos especificos de la matematica. Decimos que hemos usado
distintos "lenguajes".

En matematica se emplean distintos lenguajes. Algunos de
ellos, de los cuales nos ocuparemos ahora, son:

* Lenguaje coloquial: es el lenguaje que usamos
cotidianamente para expresarnos en forma verbal (ya sea
oralmente o por escrito). Esta formado por las palabras del idioma
que hablamos.

Se emplea lenguaje coloquial cuando expresamos:

"El triple de la edad de Martina es veinticuatro anos".
"Federico tiene tres anos mas que Santiago".

"El doble de la altura del hijo es la del padre".

"El triple de un numero".

"El doble del anterior de un numero".

"Tiene una edad mayor a dieciocho afios".

"El cuadrado de un nuimero".

* Lenguaje simbolico o algebraico: es el lenguaje que usa
simbolos especificos de la matematica y letras (que utilizamos
para representar nimeros desconocidos).

Por ejemplo, las expresiones anteriores quedarian
expresadas en lenguaje algebraico asi:

"3 .m = 24" siendo m la letra que representa la edad de
Martina.

"f =3 + " donde f representa la edad de Federico y s la edad
de Santiago.

"2 -h =p" donde h y p representan las alturas del hijo y del
padre respectivamente.

"3 -x" siendo x la letra que representa un numero.

"2 -(x - 1)", donde x representa, en este caso, un nimero y al
restarle uno (x-1) se obtiene el numero anterior a dicho nimero.

"x > 18" donde x es la edad.

"x=" donde x representa un numero.

Estas expresiones, en las que aparecen numeros y letras que
pueden representar distintos objetos o situaciones (edad, un
numero, medida de la altura), planteadas en un lenguaje coloquial
se llaman expresiones algebraicas. En ellas intervienen nimeros y
letras, relacionados mediante simbolos especificos (<, >, =, ,:)
y, generalmente, surgen de la traduccién de un lenguaje coloquial
a un lenguaje simbodlico.

Conjuntos numéricos
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NOTAS Variable

.............................................. Coeficiente J

.............................................. En las expresiones algebraicas las letras reciben el nombre

.............................................. de variables o parte literal de la expresién y pueden ser

.............................................. reemplazadas por distintos nimeros y los numeros que

.............................................. acompanan a esas variables se llaman coeficientes.

.............................................. Advierta que una expresion algebraica debe tener el mismo

.............................................. significado que la expresién coloquial. Resaltando esta
caracteristica, que es importante para temas futuros, es que le
proponemos las siguientes actividades.

ACTIVIDADES

1. Analicen si las siguientes expresiones dadas en distintos lenguajes tienen un mismo significado. En caso de
no tener el mismo significado sefialen la opcién con una cruz y escriban la expresion correcta.

"Se considera x la edad de Julio"

Opcién Lenguaje coloquial Lenguaje algebraico Respuesta
1 La edad de Julio dentro de tres afios X+ 3
2 El doble de la edad de Julio 2-X
3 La tercera parte de la edad de Julio 3-x
4 El doble de la edad de Julio dentro de tres afios 2-(x+3)
5 Lo que le falta a Julio para tener 50 afios 50 + x
6 La edad de Julio hace 15 arios x -15

Seguramente las situaciones que sefialaron -que no tienen un mismo significado -son las opciones 3y 5, cuyas
. 1 X .
expresiones correctas son: 5 -x 0 3 para la primera y 50 - x para la segunda.

2. Escriban en lenguaje algebraico:

e la mitad de un numero.
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e la tercera parte del sueldo.

e la quinta parte del trabajo.

e la dos terceras partes del personal.

e la cuarta parte de la mitad del recorrido.

3. Completen la expresion en lenguaje coloquial de las siguientes expresiones algebraicas, suponiendo que b es
el dinero ahorrado por Luis.

a) 3b EL triple del diNero ..........cooiiiiiiiioi e
D) D+ 60 por Luis aumentado en 60 pesos
0 2b+36 El doble del dinero ahorrado POT LULS .........ccciiiiiiiiiiiiiitei ittt

d) % b+ % b Un cuarto del dinero ahorrado por Luis reunido CON ................c.ccoccoociieiiieiciaccn,

Otros ejemplos de expresiones algebraicas son: NOTAS

33X 43
e2a-4
°e2a+4a-2b
En la dltima expresion algebraica observen el primery
segundo término, ;como es la parte literal de cada uno de ellos? ...

Se dice que son términos semejantes: 2 a y 4 a: pues tienen ..
la misma letra o parte literal. Cuando esto ocurre la expresion ...
algebraica puede expresarse de manera equivalente como:

e2a+4a-2b=6a-2b

L LA

Si observan, podran ver que se sumaron los NUMETroS qQUE ..ot
aparecen a la izquierda de "a" en cada término, es decir los
coeficientes 2y 4 (2+4=6).

Si se tiene la expresion algebraica: 3b + 2 s -5b tienedicha ...
expresién términos semejantes? ................ SCUALES? i

;Cémo expresarian en forma mas simple dicha expresion ...
algebraica?

127



Matematica II - EGB3
NOTAS términos semejantes con parte literal b, de la forma siguiente:

.............................................. 3b+2s-5b=-2b+2s

........................................... Procedan de manera similar que en los dos ejemplos
.............................................. anteriores y escriban las siguientes expresiones de forma maés
.............................................. simple:

.............................................. ® 2 X -3V +06X= i,
.............................................. Algunas expresiones algebraicas son empleadas en el
.............................................. proceso de medicién de cantidades de longitud, cantidades de
........................................... superficie y en férmulas de otras disciplinas como en ciencias
.............................................. naturales. Para profundizar este tipo de aplicacién analicemos un
.............................................. ejemplo:

.............................................. e Para calcular la medida de la cantidad de longitud del
.............................................. contorno de ciertos poligonos (el perimetro del poligono), como el
........................................... del siguiente rectangulo del que se sabe que su largo es igual al
.............................................. doble de su ancho.

ancho

largo

.............................................. "‘;_:] RECORDAR

.............................................. Si en lenguaje coloquial se expresa que: "el largo del
.............................................. contorno de un objeto de forma rectangular es de ocho metros", se
........................................... esta haciendo referencia a una cantidad de longitud, que en
.............................................. lenguaje simbdlico escribimos: 8m. En esta expresion decimos que
.............................................. 8 es la medida del largo del contorno del rectdngulo, u 8 es la
........................................... medida de la cantidad de longitud del contorno. Expresién que
solemos abreviar diciendo: 8 es la medida del contorno del rectangulo.

........................................... Como no se conoce ninguna informaciéon de las medidas del
.............................................. largo y del ancho se puede suponer que la medida del ancho del
.............................................. mismo es b, entonces, ;como expresarian la medida del largo?

........................................... Si a la medida del ancho se lo simboliza con "b", entonces la



medida del largo, como es el doble de la medida del ancho, se
puede simbolizar asi: "2 - b".

Si ubica las expresiones en el grafico se tiene:

A
Y

2-b

Luego, para calcular el perimetro del cuadrilatero primero se
expresa simbdlicamente como la suma de las medidas de sus
lados (o la suma de las medidas de la cantidad de longitud de sus
lados), obteniéndose la siguiente expresién algebraica:

2-b+b+2-b+b ycomo todos los sumandos son términos
semejantes (poseen la misma letra o parte literal), ;qué expresion
equivalente, méas simple, pueden obtener? Escribanla.

2 Db+b+2-b4+b =

Esta expresion algebraica final 6 - b, donde b es la medida de
la cantidad de longitud del ancho del rectangulo, facilita el calculo
del perimetro de cualquier terreno de forma rectangular o de
cualquier otro objeto que tenga dicha forma y en el que se
verifique que "el largo es el doble del ancho".

Asi, siles dicen que un terreno con estas caracteristicas (el
largo es el doble del ancho) tiene 80 metros de ancho, ;cual es el
perimetro del mismo? Muestren cémo harian usando la expresiéon
algebraica obtenida antes, para encontrar dicho perimetro.

Al responder a esta pregunta seguramente hallaron 480,

reemplazando, en la expresion algebraica 6 - b, la b por 80. Es decir,

que la cantidad de longitud del contorno del terreno es de 480
metros y que el perimetro es de 480 (el perimetro es la medida, el
numero).

;Cual sera la cantidad de longitud del contorno del terreno si

el ancho es ahora de 120 metros?

;Cuél sera la cantidad de longitud del contorno del terreno si

el ancho es ahora de 97 metros?

Conjuntos numéricos

Observen que:

b =1 -b, entonces la expresién
2-b+b+2-b+b

puede expresarse
2:-b+1-b+2-b+1-b

y sumando los nimeros o
coeficientes que acompanan a
la letra b en cada término se
tiene
2+1+2+1=6)porloquela
expresion final queda: 6 - b
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?

cuadrado L

Cuadrildtero con lados y dngulos
congruentes (de igual medida).

Valor numérico de una expresion algebraica

Cuando en la situacién anterior se reemplazoé b por 80 se
obtuvo un numero (480). Antes de este reemplazo se tenia una
expresion algebraica (6 - b). A este numero, que se obtiene al
reemplazar la variable o parte literal de una expresién algebraica,
se lo llama valor numérico de la expresién.

La siguiente expresion algebraica permite encontrar el
perimetro de una figura con forma de cuadrado: /- 4, siendo / la
medida de la longitud de un lado del cuadrado.

Completar la siguiente tabla encontrando el valor numérico
de la expresién algebraica: / - 4.

[ Valor numérico - Perimetro del cuadrado
12
2,7
21,8
PENSAR

En general, cuando la variable o las variables que intervienen en
una expresion algebraica son reemplazadas por un niimero, el valor que
se obtiene se llama valor numérico de la expresién algebraica.

También se emplean expresiones algebraicas para expresar
férmulas de la fisica que muestran relaciones entre variables. Por
ejemplo, la férmula que expresa la relacién entre la rapidez de un
movil (v), la distancia recorrida por el mismo (d) y el tiempo
empleado en recorrerla (t) esta dada por: v = % .

Esta férmula permite calcular la rapidez o el mdédulo de la
velocidad, conocidas la distancia recorrida y el tiempo empleado
en recorrerla. Asi, si un avién recorre una distancia de 2.880 km en
4 horas, la rapidez del avién se obtiene encontrando el valor
numeérico de la expresion algebraica v = % ,parad =2.880y t =4.

Si reemplaza estos numeros en la expresion algebraica



encontrara el valor buscado.
Asi se tlene: v == = o

Es decir que la rapidez del avién es de 720 km/h.

ACTIVIDADES

Conjuntos numéricos

a) Encontrar la rapidez de un avion que recorre 4.500 km. en 5 horas.

b) Encontrar la rapidez de un auto que recorre 450 km. en 6 horas.

Una misma expresion algebraica puede tener mds de un valor numérico dependiendo del valor que se le

asigne a las variables o a la parte literal.

Ast, por ejemplo, considerando la expresion algebraica: 3-x + 5, para hallar el valor numérico cuando x toma el
valor 2, se reemplaza la x por 2 y se resuelve. El valor que se obtiene es el llamado valor numérico.

Hagalo usted mismo y obtenga el valor numérico correspondiente:

Es decir que el valor numérico de la expresion algebraica para x = 2 es 11.

Pero si se quiere hallar, ahora, el valor numérico de la misma expresion

pero para X = % , se procede de manera similar. Reemplace x y resuelva

, es

Luego, el valor numérico de la expresion algebraica, cuando x = %

Hay otras expresiones algebraicas conocidas por usted que
son las ecuaciones. Las ecuaciones son igualdades de expresiones
algebraicas donde hay una o més variables llamadas incognitas
que se simbolizan con letras. Por ejemplo, la expresién 5x + 3 = 2x
es una ecuacion. Mas adelante abordaremos el tema "ecuaciones”
con mayor detalle.

OPERACIONES SENCILLAS CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS
Analice cada una de las siguientes situaciones.
Situacioén 1

Suponga que conoce la siguiente informacién sobre las

15

2

Nota:

Primero se resuelve el
producto y luego se simplifica,
dividiendo denominador y
numerador por 3, en este
caso.
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NOTAS

medidas de los limites de un terreno que tiene la forma de un
trapecio:

2d +6

A
Y

2x + 30

Si se le pide que exprese de alguna manera el perimetro del
terreno posiblemente escribira alguna expresién equivalente a:

2d+6+x+d+2x+30

Observe la expresion. ;Es una expresion algebraica?, ;por
4?
qués

La expresiéon algebraica estd formada por seis términos, dos
de ellos numeéricos y el resto combinaciones de numeros y letras.
;La expresion tiene términos semejantes (igual parte literal o con
la misma letra)?;Cuéles?

Los términos semejantes que identificd pueden ser asociados
y expresados de manera mas sencilla, sumando o restando la
parte numeérica de cada uno de los términos. Observe esto en las
siguientes expresiones:

La expresion se puede d+d) + (x+2-%) + (6 + 30) =

formular en forma equivalente, (2.d +1-d) + (1-x+2-%) + (6 + 30) =

al sumar
| L | |

la parte numérica de las

. . (2+1) (1+2) (36)
expresiones semejantes. _+ ¥ r
Y asi la expresion final es: 3.d + 3-x 4+ 36 =

Esta expresién algebraica, que es mas simple que la
expresion algebraica inicial, permite encontrar el perimetro del
terreno conociendo los valores de las variables d y x. Observe que
esta expresion se obtuvo al realizar sumas con expresiones
algebraicas.

En situaciones de la vida cotidiana con frecuencia
trabajamos con expresiones algebraicas semejantes. Un ejemplo
puede ser la siguiente situacion:
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Situacidn 2 NOTAS

Al organizar una fiesta familiar es comun contar cuantos
invitados vendran, para lo cual reunimos mentalmente los
integrantes de cada familia. Pero también necesitamos saber
cudntas empanadas encargar, cuantas gaseosas comprar. También ...
es importante conocer cudnto dinero se necesitara para realizar
las compras; en este caso las empanadas y las gaseosas.

En una situacién de este tipo no se nos ocurre sumar el
numero de invitados con el nimero de empanadas ni conel
numero de gaseosas. Si se utiliza lenguaje algebraico, al nimerode ...
invitados, de empanadas y de gaseosas se los representa con
distintas letras. Por ejemplo se adopta:

i —» representa el nimero de invitados.

g —> representa el nimero de pesos que cuesta cada UNa ...

de las gaseosas.

e —» representa el numero de pesos que cuesta cada

docena de empanadas.

:Como se puede resolver una situaciéon similar si partimos ...
de los siguientes datos: si hay 20 invitados, se encargan 4 docenas ...
de empanadas y se compran 13 gaseosas.

La expresion algebraica que representa cuantos pesos hay ...
que tener para realizar las compras en esta situacidn es:

13-g+4-e

Pero a la reunién se agregan 12 invitados: hay que comprar 6 ...
gaseosas y encargar 3 docenas de empanadas mas. Ante esta
circunstancia la expresion algebraica que representa el total de ..
gastos en compras, de gaseosas y empanadas de esta nueva
situacion es:

13-g+4-e+6-g+3-e

Pero lo que se quiere averiguar es cUdntos pesos se gastaran ...
en realizar las compras. Observando la expresion algebraica se ...
puede resolver la suma de expresiones algebraicas semejantes, asi ...
se obtiene una expresion mas simple.

En la vida cotidiana lo que se hace es sumar al nUmero de ...
invitados inicial, el nimero de invitados que se agregan; lo mismo ...
con el nimero de gaseosas y con el numero de docenas de
empanadas. Esta manera de resolver la situacién desde lo
cotidiano tiene su paralelo desde lo aritmético -que usted ya =~
conoce- y el procedimiento a seguir se explica a continuacidon: ...
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NOTAS

Nota: conviene tener presente que el
signo de multiplicacion no suele ponerse
entre las letras y coeficientes o niimeros
en una expresion algebraica:

8-x = 8x
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Para resolver la suma de expresiones 13-g+4-e+6-g+3-e
algebraicas obtenida:

Se asocian los términos semejantes
(los que tienen la misma parte literal o (13-9+6:9) +(4-e+3-¢)
letra) y queda:

Se suman los numeros de los términos

semejantes y se obtiene de cada uno

de ellos otro término que tiene la 19-g+7-e
misma parte literal y el ntimero o

coeficiente es la suma de los

coeficientes: (13 +6) y (4 + 3)

El resultado obtenido: 19-g + 7-e significa que para la reunién
se necesitan comprar 19 gaseosas que cuestan $g cada una y 7
docenas de empanadas que cuestan $e cada docena.

En matemética no interesa qué representan las letras, solo
se considera y estudia cémo trabajar con expresiones algebraicas
y, al aplicarse luego a situaciones cotidianas, se les dara un
significado a las letras, como en este caso. Asi si se sabe que el
precio de cada una de las gaseosas a comprar es de $2,50 (g=2,50)
y que el precio de cada docena de empanadas es de $3,50 (e =3,50),
scuantos pesos costara realizar la compra de gaseosas y
empanadas para la fiesta familiar?

PENSAR

Para sumar o restar expresiones algebraicas hay que tener en
cuenta que sélo se pueden sumar o restar términos semejantes (que
tienen la misma parte literal) y el resultado es otra expresién algebraica
con la misma parte literal pero donde niimero o coeficiente que
acompaiia a la letra es la suma o resta de los coeficientes, segun
corresponda.

Ejemplos:

* X + x= : estos dos términos no se pueden sumar por no ser
semejantes.

* x + b: estos dos términos no se pueden sumar por no ser
semejantes

* 8x - 2x = 6x: (ocho menos dos es sels).

*5y+8y-2z=13y -2z
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ACTIVIDADES

1. Ahora les sugerimos encontrar expresiones algebraicas mds simples que las siguientes:
a) 4+ 3x+5-2x =

b) 5x +2-y - 2:x =

3a+a+16=

d) 3a - 6a + 2x - 4x + 2a =

2. Juan Carlos y su familia estdn planeando pasar unos dias en Cérdoba. Saben que el trayecto en avién (ida y
vuelta) cuesta $ m por persona y que la estadia por persona en un hotel con media pension cuesta $ q por dia.

a) Exprese el gasto total del vigje y la estadia, si Juan Carlos viaja con su esposa y sus cuatro hijos y se
piensan quedar 7 dias.

b) Si el pasaje en avién cuesta $110 y la estadia en el hotel con las caracteristicas antes mencionadas cuesta
$54 por dia y por persona, jcudnto gastardn en los 7 dias?

FACTOR COMUN NOTAS

Analice la siguiente situacién para luego poder formalizarla ...
matematicamente:

Luis quiere comprar un terreno para colocar un negocio de ...
alquiler de cancha de fatbol. Para lo cual piensa en un espacio con ...
forma de cuadrado para recepcién, quincho y vestuario y otro
rectangular para la cancha. Busca terreno, pero no consigue
ninguno que reuina las condiciones adecuadas, en la zona que €l ...
desea poner este negocio. Finalmente encuentra que se venden ...
dos terrenos, uno contiguo al otro como se muestra a
continuacion:

Terrenol DR =@ e

Suponga que cada lado del terreno 1, de forma cuadrada, ...
tiene una cantidad de longitud de "a metros" y que el lado mas ...
largo del terreno 2, de forma rectangular, tiene una cantidad de ...
longitud de "b metros", ;cual es la cantidad de superficie total de ...
los dos terrenos a comprar?
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NOTAS

Si se ubica la informacién anterior en el grafico resulta mas
sencilla la resoluciéon del problema pedido. Observe como se ha

ubicado la informacién:

<
<
<

A
Y
A

Le mostramos dos opciones para resolver este problema. Lea

y analice cada una de ellas:

Opcién 1

Opcién 2

Pensar en dos terrenos por
sepamdo y encontrar:

1°- la medida de la superficie del
terreno 1 de forma cuadrada.

2°- la medida de la superficie del
terreno 2 de forma rectangular.

3°- la suma de ambas medidas
para asi obtener la medida de la
cantidad de superficie total a
comprar.

Pensar en un tnico terreno
(terreno unificado) y encontrar:

1°- la medida del lado mds largo
del terreno unificado.

2°- la medida de la cantidad de
superficie del terreno unificado o
terrenos a comprar.

Segun lo que usted interpreta, siguiendo ambas opciones, ;se
llega a un mismo resultado o bien a expresiones que deben ser

equivalentes? ;Por qué?

Resuelva cada una de las opciones para obtener de esta
forma las expresiones algebraicas correspondientes a cada una de

ellas.

Le proponemos que siga las indicaciones que se dan en el
cuadro a continuacién para llegar a dichas expresiones:




Desarrollo de la opcién 1

Desarrollo de la opcién 2

1°- la medida de la cantidad de
superficie del terreno de forma
cuadrada se obtiene al reemplazar
en la siguiente expresion, la
medida del lado, que en este caso

es "a". Reemplace:
[ =l = =

2°- la medida de la cantidad de
superficie del terreno 2 (de forma
rectangular) se obtiene al
reemplazar, en la expresion
siguiente, las medidas de la base
y de la altura del rectangulo que
representan al terreno 2.

;Cudl es la medida de la base de
dicho rectangulo?

;Cudl es la medida de la altura
del mismo?

Reemplace dichas medidas en la
expresion:

3°- La medida de la cantidad de
superficie total se obtiene al
sumar las expresiones obtenidas
en los dos puntos anteriores, que
indican las medidas de las
cantidades de superficie de cada
uno de los terrenos (1y 2),y es:

a= + ab

1°- Imagine un unico terreno
donde "a" es la medida de la base
del cuadrado que representa al
terreno de forma cuadrada y "b" es
la medida de la base del
rectangulo que representa el
terreno de forma rectangular.

;Cudl es la expresion de la
medida del lado mds largo del
terreno unificado?

;Cudl es la medida de la altura del
rectangulo que representa el
terreno unificado?

2°- Para encontrar la medida de
la cantidad de superficie del
terreno unificado se debe
reemplazar, en la sigulente
expresion, los valores que se
obtuvieron en el punto anterior,
es decir a + b y a . Reemplace:

Es decir que la medida de la
cantidad de superficie total es:

a- (a+b)

Conclusién

La medida de la superficie total de los dos terrenos puede
expresarse de dos maneras distintas.

Si usted aplica la propiedad distributiva en la segunda
expresion verificara que las dos expresiones son equivalentes.

Esto nos permite decir que la medida de la superficie se

Conjuntos numéricos
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NOTAS

puede calcular de una u otra manera. Podemos, entonces, escribir
la siguiente igualdad:

a= + a-b = a- (a+b)
Esta igualdad recibe el nombre de identidad.

Si analiza desde el punto de vista geométrico la identidad
puede observar que:

e En el primer miembro hay una suma de las areas de un
cuadrado cuyo lado mide a y de un rectangulo cuyos lados miden
a y b, respectivamente.

e En el segundo miembro tenemos el area de un rectangulo
que se obtiene de considerar las dos figuras unidas y cuyos lados
miden respectivamente a y (a + b).

Si analiza la identidad desde el punto de vista algebraico,
vera que se puede obtener a partir de la primera expresién o
primer miembro de la identidad el segundo miembro. Observe:

La expresién inicial o primer
miembro de la identidad, ;cudntos
términos tiene?

a=+ab

;Cudl es la letra o parte literal que
Se repite en ambos términos de la
expresion?
a=+abobienaa+ab

A la expresion que se repite, en
este caso a, se la llama factor
comun.

La expresién anterior también
puede escribirse de manera
equivalente como un producto
donde el primer factor es el a-(a+Db)
llamado factor comtin, en este L
caso, a, y el segundo factor es una

expresion algebraica (entre
paréntesis) que se obtiene de
hacer la divisién entre cada
término de la expresion inicial y el
factor comun a. Asi como a=:a=a
ya-b:a=b, se obtiene la
expresion que estd en el cuadro
de la derecha:

(a-b):a=hb

a=:a=a




Para verificar que al sacar el
factor comtin no se ha cometido
un error, se aplica la propiedad
distributiva de la multiplicacion a-(a+b) =a-a+ab=a=+ab
con respecto a la suma o resta
(segun corresponda) y se debe
obtener la expresion inicial.
Observe esta verificacién en el
cuadro de la derecha.

En casos como éste se dice que para obtener el segundo

n_n

miembro se saca factor comun. En este caso el factor es "a".

Observe que el procedimiento de extraer o sacar factor comun es
un procedimiento inverso al de aplicar la propiedad distributiva de

la multiplicacién respecto de la suma o resta.

Analice las sigulentes situaciones en las que se ha extraido
un factor comun en cada una de ellas, lea y observe con mucha
atencioén los pasos seguidos:

Situacién 1

El factor comun es la parte literal.

. 1
La expresion inicial es: 7 X+ 3x+2x

;Cudl es el factor que se repite ;
en todos los términos de la TX+3x+2x
expresion?

Extraiga el factor comun x y
exprese el producto que obtiene.
Recuerde que uno de los factores es Xo( oo F o F o )
x y el otro factor se obtiene de
dividir por x a la expresion inicial.
Complete el cuadro de la derecha.

Se pueden escribir las dos
expresiones anteriores como
una identidad:

Realice la verificacion
correspondiente, aplicando la
propiedad distributiva de la X (— +3+ 2)=
multiplicacién con respecto a la
suma o resta. Aplique la propiedad
y verifique si llega a la expresion
inicial.

Conjuntos numéricos
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NOTAS Ahora le proponemos una situacion similar para extraer el
factor comun:

Si la expresién inicial es 2-.a + 5-a-9-a+a =

.............................................. ;Cual es el factor que se repite en cada término de la
.............................................. expresién anterior?

...................................... Observe que el ultimo término de la expresién algebraica
.............................................. coincide en su totalidad con el factor comun . Entonces al
.............................................. extraerlo se coloca 1 en el ultimo término de la expresion entre
...................................... paréntesis correspondiente al segundo factor.
.............................................. Extraiga el factor comun y complete:
.............................................. 2a+5a-9a+@=a -2+ ... +@Q) =a - ...
.............................................. Como el factor comtin coincide con

el término se coloca 1 al extraerlo.

.............................................. Observe que en la siguiente expresién se ha extraido el
.............................................. factor comun pero se ha cometido un error ;Cual es?

. Fxesx-x=x-(3+5)

...................................... En la expresion algebraica inicial hay tres términos y en el
.............................................. paréntesis que aparece al sacar el factor comun aparecen sélo dos
.............................................. términos. ;Es correcto esto?

.............................................. Si observa el tercer término vera que coincide con el factor
...................................... comun a extraer. Entonces, ;qué se coloca al sacar el factor
.............................................. comun?

.............................................. Por ello la expresién correcta que quedaria al sacar factor
...................................... comun x seria:

.............................................. x-(7+5-1)

.............................................. Situacién 2

...................................... El factor comun es la parte numérica o coeficientes.



La expresion inicial es:

10x + 6y + 2a

Como no hay ninguna letra que se
repita en los términos, el factor
comun puede estar en la parte
numérica, en los coeficientes. Si
factoriza cada coeficiente o ntimero
notard cudl es el factor que se
repite en todos los términos de la
expresion.

¢Por qué no es necesario factorizar
el ntumero 2 o coeficiente del tercer
término de la expresion?

Al reemplazar la factorizacién en
la expresion anterior se obtiene la
expresion del cuadro de la derecha:

2:5x+ 23y + 2a

;Cudl es el factor comun en este
Cas0? ..o

Extraiga dicho factor y complete
con la expresion que se obtiene.

Se pueden escribir la expresion
inicial y la expresion anterior
como una identidad. Queda asi:

10x + 6y + 2a = 2:(5x + 3y + 1a)

Realice la verificacion
correspondiente, aplicando la
propiedad distributiva de la
multiplicacién con respecto a la
suma o resta. Aplique la propiedad
y verifique si llega a la expresion
Inicial.

2:5x+3y+1a) = ..o

ACTIVIDADES

Conjuntos numéricos

1. Si realizan los mismos pasos sequidos para extraer el factor comun que en la expresion
anterior podrdn extraer el factor comun de las siguientes expresiones:

a) 15x - 6y + 9a =
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¢Cudl es el factor numeérico que se repite en todos los términos? (para visualizar el factor comtn es conveniente
que factoricen cada uno de los ntimeros o coeficientes de cada uno de los términos)

Seguramente al factorizar encontraron que el ntimero 3 es el factor comun. Extraigan dicho factor, dividiendo
cada término por el factor comtun 3, y escriban en el cuadro la expresion final que obtienen:

b) 10x + 5y =
¢Cudl es el factor comun en esta expresion AlgebraICAL ............ccociiiiiiiiiiiiiiiiiie e

Para extraer el factor comtn, en este caso el niimero 5, hay que dividir (10:5 = 2) y en el sequndo término
(5:5 = 1). Luego la expresion final queda:

Noten que el seqgundo término queda 1y o simplemente y. Esto ocurre cuando el factor comun coincide con el
coeficiente del término.

¢) 12x + 6y - 18a =
d) 10x + 6m - 8y =

Verifiquen que los resultados que obtuvieron coincidan con los que aparecen en la siguiente tabla:

a) 15x - 6y + 9a = 3:(5x - 2y + 3a) (observe que 15:3 =5; 6:3 =2 y 9:3 =3)

b) 10x + 5y = 5-(2x + 1y) = 5:(2x + y) (observe que 10:5 = 2; 5:5 =1 y recuerde que 1y =)
¢ 12x + 6y - 18a = 6-(2x + y - 3a) (observe que 12:6 = 2; 6:6 =1y 18:6 = 3)

d) 10x + ém - 8y = 2-(5x + 3m - 4y) (observe que 10:2 = 5; 6:2 =3 y 8:2 =4)

Situacién 3

El factor comun tiene una parte numeérica y una parte literal
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La expresion inicial es:

8x=+ 4x - 12xy

El factor que se repite en todos los
términos de la expresion es X, la
"letra x". Pero en la parte de los
coeficientes no es visible por lo que
si factoriza notard cudl es el factor
que se repite en todos los términos
de la expresion. ;Cudl es el factor
comun?

Como el factor comun de la parte
numérica o coeficientes es 2- 2 = 4
y en la parte literal es x, entonces,
se debe extraer el factor comun: 4
x. Complete el cuadro de la
derecha:

2:2-2%= + 2:2°x - 2:2:3-xy
4% (e +1-.... y)

note que cuando todo el término
coincide con el factor comun se
coloca 1.

Se puede escribir la expresion
inicial y la expresion anterior como
una identidad que queda asi:

8x= + 4x - 12xy = 4x - (2:x+1-3-y)

Realice la verificacion
correspondiente, aplicando la
propiedad distributiva de la
multiplicacién con respecto a la
adicion o sustraccion. Aplique la
propiedad y verifique si llega a la
expresion inicial

4% - (2:X+1-3Y) = eoeeeee

Ahora le proponemos extraer el factor comun de cada una

de las siguientes expresiones:

a) 4xy + 6x - 8xy =

;Cual es el factor comun de la parte literal? ........

;Cuél es el factor comun de los coeficientes o nimeros?
(recuerde que puede factorizar los nimeros).

Luego, hay que extraer el factor comun, que en este caso
consta de un nimero y una letra: 2x

4AXY + 6X - 8XY = 2X (e

b) 6xy - 6x =

Conjuntos numéricos
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NOTAS ;Cual es el factor comUn en este CasO?......ccooiviivieriieiieiee,

.............................................. Seguramente que al extraer dicho factor notara que coincide
.............................................. con el segundo término de la expresion inicial, por lo que debera
............................................ colocar 1 en el término del paréntesis correspondiente. Complete:

.............................................. 6Xy -6X =6X - (.ccoe - 1)

. Q) 8xy + 6x - 4xy =

. ;Cul es el factor comtn NUMSHCO? ...
;Cual es el factor comun de la parte literal? ...
. Entonces el factor comiin a extraer es ...

Extraiga dicho factor y escriba la expresion que obtiene:
. d) 15xy - Sax + 10x =

Determine cudl es el factor comun, realice la extraccion
.............................................. correspondiente y escriba la expresién que obtiene:

.............................................. Verifique que los resultados que obtuvo coinciden con los
que aparecen en la siguiente tabla:

a) 4xy + 6x - 8xy = 2x-(2y + 3 - 4y)

6x-(y - 1) (observe que el sequndo término coincide con el factor comun,

b) 6xy - 6x = . .
entonces en el paréntesis aparece el nuimero 1)

) 8xy + 6x - 4xy = 2x-(4y + 3 - 2y)

d) 15xy - 5ax + 10x = 5x(3y-a+2)

ACTIVIDADES

1. Extraiga factor comun en cada caso:
a) 3x - 15 =

b) 12x + 6y - 12z =
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0 14x + 7x =

d) %x+ %x:

Conjuntos numéricos

2- Analice si en las siguientes expresiones se cometié algtin error al extrae factor comtun e indiquelo:

a) 2x - 10y = 2-(x + 5y)
b) 3x-x+6x=x(3+2)

03x+15+x=3(X+5+X

ECUACIONES

Las expresiones algebraicas, como antes se expresd, son muy
empleadas en el planteo de ecuaciones para resolver situaciones
problematicas. Es decir para expresar en lenguaje algebraico lo
que esta expresado en lenguaje coloquial y asi poder abordarlo
matematicamente.

;Qué es una ecuacién?

Son ejemplos de ecuaciones expresiones como:

a)x+3=5 b)x-y=8 €) 2X + 5% + 3 = 4x

d) %X+ %X+225:X e) %X:?)O

Una ecuacién es una igualdad (en la expresion debe estar el
signo igual) que contiene uno o mas valores numéricos
desconocidos llamados incognitas y representados por medio de
letras.

¢;Para qué se emplean las ecuaciones?

Las ecuaciones frecuentemente surgen de expresar en
lenguaje algebraico una situacién problema planteada en lenguaje
coloquial. Una vez codificada la situacién problema en un lenguaje
propio de la matematica, es posible trabajar con dicha expresion
para llegar a la solucién del problema.

Por ello es muy importante traducir o codificar
correctamente del lenguaje coloquial al algebraico.

;Qué significa resolver una ecuacién?

Resolver una ecuacién significa encontrar el valor de la o las
incognitas que satisfacen o verifican la igualdad planteada.
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NOTAS

;Como se resuelve una ecuacién?

Para explicar cémo se resuelve una ecuacién primero es
necesario considerar tres puntos basicos: las partes de una
ecuacién, las propiedades de la suma y la multiplicacién en el
conjunto de los numeros racionales y algunas operaciones
sencillas con expresiones algebraicas.

LAS PARTES QUE TIENE UNA ECUACION

Como toda ecuacién es una igualdad, siempre existen dos
partes basicas de la misma: el primer miembro que es la parte de
la ecuacién que se encuentra a la izquierda del signo igual y el
segundo miembro que es la parte de la ecuacién que se encuentra
a la derecha del signo igual. Observe los miembros senalados en la
sigulente ecuacion:

2x +3=x+14
bt Bt

Primer miembro Segundo miembro

A su vez en cada miembro pueden haber términos
numeéricos y/o términos algebraicos.

Primer miembro Segundo miembro

TErminos NUMETICOS | < we-freeeeen

Términos algebraicos

o términos en "X

LAS PROPIEDADES DE LA ADICION Y DE LA
MULTIPLICACION EN EL CONJUNTO DE LOS
NUMEROS RACIONALES ( Q)

Debe recordar las propiedades, tanto de la suma como de la
multiplicacién, porque seran empleadas para resolver las
ecuaciones. A continuacién se nombran y enuncian, pero si
necesita volver a leer el tema, hagalo.

Para la adicién, las propiedades que usted tiene que
recordar son:

Elemento neutro

n_n

Existe el cero de Q, tal que para todo numero racional "a" se
verifica: 0 +a=a+0=a.
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Elemento opuesto o inverso aditivo NOTAS

Para todo nuimero racional "a", distinto de cero, existe el
racional "-a", tal que:a + (-a)=-a+a =0.

Uniforme
Para todos los numeros racionales a, b, c;sia =b,
entoncesa+c=b+cC.
Cancelativa
Para todos los numeros racionales a, b, ¢, sl a+ C =D 4+ C,
entoncesa=b.
Para la multiplicacién, las propiedades que usted deberia ...
recordar SON:
Elemento neutro
Existe el uno de Q, tal que para todo numero racional "a"se ...
verifica: I-a=a-1=a
Elemento inverso multiplicativo
Todo numero racional "a", distinto de cero, tiene sU INVEISO: oottt

w L R
o talquera-4 = G-a=1
Uniforme
Para todos los numeros racionales a, b, c;sia=b,
entoncesa-c=b-c
Cancelativa
Para todos los numeros racionales a, b, ¢, siendo c distintode ...
cero,sla-c=Db-c,entoncesa=b
Distributiva de la multiplicacién con respecto
alasumayalaresta
Para todos los numeros racionales a, b, ¢ se cumple que
a-(b+c) =ab+a-c.
Y para algunas operaciones sencillas con expresiones
algebraicas:
Recordar simplemente que para operar Con exXpresiones .
como: 2x + 3x - 1%, y como todos los términos son semejantes
(tienen la misma parte literal - letras), se suman o restan los ..
coeficientes, es decir los numeros que estan a la izquierda de cada ...
x en cada término; en este caso (2 + 3 - 1) y la expresion anterior ...
puede escribirse como 4x. Es decir:

147



Matematica II - EGB3

Nota: son expresiones
equivalentes:
x=1x
4.x = 4x

2X +3x-1x=................

Luego de esta revisiéon, abordaremos la resolucién de
ecuaciones.

RESOLUCION DE ECUACIONES

Para abordar este tema lo invitamos a resolver situaciones
que, por ser las primeras, lo haremos juntos.

Situacién 1

Lea con atencién el enunciado y marque, de alguna manera,
los datos que considere importantes para resolver la situacion.

Luis piensa un numero que aumentado en 15 da como
resultado 5. ;Cual es el nimero que penséd?

Esta situacion se puede resolver de varias maneras. La que le
presentamos a continuacién es sélo una de ellas. Una alternativa
para resolver este problema es pensar en una ecuacién, por lo que
es necesario primero definir cuél es la incognita a descubrir. ;Qué
pide el problema?

Como el problema pide encontrar el nimero que penso6 Luis,
es que llamaremos x a ese valor que por el momento se desconoce
pero que es objeto de nuestro trabajo.

Otro dato que debié sefialar es que ese nimero estd
"aumentado en 15", lo que simbdlicamente se puede expresar
como "mas 15". Otro dato que da la situaciéon es que "da como
resultado 5" lo que se puede interpretar como: "igual a 5". Con esta
informacioén es posible expresar en lenguaje algebraico la
situacion. Hagalo:

Para resolver la ecuacioén, es decir para encontrar el valor de
x que satisface la igualdad anterior, se aplican propiedades, como
se muestra a continuacion:

nn

Para calcular el valor de "x", debemos "sacar" el
x+15=5 término 15. Para ello sumamos a ambos miembros
el opuesto de 15, por propiedad uniforme.

En el primer miembro aplicamos la propiedad del

X+ 15+ (-15) =5 + (-15)

elemento opuesto.

En el primer miembro aplicamos la propiedad del
X + 0 = -10 elemento neutro y sumamos los términos
Numericos.



Conjuntos numéricos

Para verificar si el valor encontrado es el correcto, se NOTAS
reemplaza el valor de "x" (-10) en la ecuacién inicial y, resolviendo
los célculos numeéricos, se analiza si verifica o no la igualdad. Asi
se tiene:

Xx+15=5

x = -10, sustituya a x por -10 en la ecuacion y resuelva:
;Se ha verificado la igualdad?

En el caso de no verificarse la igualdad se debe rehacer la
ecuacion, porque esto indica que el valor de x encontrado no es el
correcto.

Finalmente, podemos decir que el nimero que pensé Luis es
-10, que es la respuesta a la situacién planteada.

Situacidon 2

Lea con atencién el enunciado y marque, de alguna manera,
los datos que considere importantes para resolver la situacion.

Si al triple de un numero se le resta su doble y se aumenta
en 5, se obtiene 4. ;De qué numero se trata?

Esta situacion se puede resolver de varias maneras. La que le
presentamos a continuacién es sélo una de ellas y es a través de
una ecuacion.

Siindicamos con la letra x el nimero que hay que encontrar Nota
y si senald los datos del problema, podra expresar en lenguaje
algebraico el enunciado anterior. Recuerde que la expresion "triple Recuerde que la expresion
de un numero" la puede pensar como tres veces ese numero, lo algebraica del enunciado debe

comunicar la misma idea que
la situacion expresada en
lenguaje coloquial.

que es equivalente a 3-x. ;Cémo expresaria "el doble de un
numero" en lenguaje algebraico?

Le proponemos escribir la ecuacién correspondiente al
enunciado:

Resuelva la ecuacién planteada explicando cada paso
aplicado.

;Qué valor de x obtuvo? ..............

Ahora, le proponemos que lea con atencién cada paso
seguido hasta llegar al valor de la incognita, como se muestra a
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continuacién. Suponemos que la ecuacién que planted es la
siguiente u otra equivalente:

3x-2x+5=4

En esta ecuacion se presentan dos términos
algebraicos semejantes, por lo que se puede
obtener una expresion mds simple con un solo
término en x.

3x-2x+5=4

Al quedar un tnico término en "X", se comienza a

1x+5=4 "sacar" el término 5, para lo que sumamos a
ambos miembros el opuesto de 5. ;Cudl es el
opuesto de 57 ..........

En el primer miembro se aplica la propiedad del
1x+ 5+ (-5) =4+ (-5) elemento opuesto y en el sequndo miembro
resoluemos el cdlculo numeérico que aparece.

En el primer miembro aplicamos la propiedad del

elemento neutro y finalmente se obtiene el valor
de x, es decir la solucion de la ecuacion.

Xx=-1

Para verificar si el valor encontrado es el correcto, reemplace

n_n

el valor de "x" (-1) en la ecuacién inicial, resuelva los calculos
numeéricos y analice si verifica o no la igualdad.

3x-2x+5=4

Sustituya la x en la ecuacién por -1, se tiene:

CR -2 +5=4
.............................. =4
.............................. =4
;Se verifica la igualdad? ..........

Entonces podemos dar la respuesta a la situacién diciendo
que se trata del numero -1.

Situacién 3

Lea con atencién el enunciado y marque, de alguna manera,
los datos que considere importantes para resolver la situacién.

"Luis cobra su sueldo y tiene ya organizado la distribucién
del dinero: la mitad lo gasta en alimentos (gastos de carniceria, en
supermercados, verduleria, panaderia), la cuarta parte del sueldo
esta destinada a pagar impuestos y la quinta parte la deja para
gastos libres, que los destina a diversién y ropa. Si puede ahorrar $
50, ;cual es el monto total del sueldo?"



Esta situacion se puede resolver de varias maneras; una de NOTAS
las alternativas es a través de una ecuacion.

Para escribir la ecuacién que permite resolver el problemaes ...
necesario, primero, definir cual es la incégnita a encontrar. ...

;Qué pide el problema?

Como el problema pide encontrar el monto total del sueldo  ...............

es que llamaremos x a la medida del monto (al nimero que indica

momento se desconoce es la incognita cuyo valor hay que
encontrar.

Un dato que debe haber sefialado es la parte del sueldo que — ................
gasta en cada categoria: alimentos, ropa, impuestos. Para organizar — ................
la informacién, complete la siguiente tabla con los datos .

correspondientes:

Categoria Parte del sueldo

Alimentos 2

Diversidn y ropa

Otro dato que seguramente senal6 es el dinero que ahorré: ...

$50.

Ahora hay que traducir el problema a un lenguaje ..
algebraico, expresando con x el total del sueldo. Recuerde que "la ...

mitad del sueldo lo destina a alimentos" se puede expresar
algebraicamente asi: % X.

De manera similar podria pensarse que la siguiente ecuacién — ................

es una forma de expresar y un camino para resolver el problema:

1 1 1
X- 5X- 7X- 5x=50

cuantos pesos es el total del sueldo). Ese nUmero que porel ...

Pago de impuestos | |

Conjuntos numéricos
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Observe el significado de cada término de la ecuacién que se
indica en el siguiente cuadro:

X =—> Sueldo

1 .

2 X === Alimentos

1 .

4 X = Pago de impuestos

VRIS
>

Diversién y ropa

50 = Ahorro

La ecuacién anterior no es la Unica ecuacién posible hay
otras ecuaciones que pueden pensarse que también resuelven la
situacion planteada, por ejemplo, las siguientes:

1 1 1 . 1 1 1
SX+7X+5x+50=%x 0 X—(7x+zx+§x):50

Para resolver la ecuacién se aplican propiedades
convenientemente:

1 1 1
X-5X-7X-5x=50

Se debe resolver:
Ix -ty Lo 1o
X-5X-7X-%X=

para lo cual, como todos los términos son semejantes (tienen la
misma parte literal), se suman los coeficientes, es decir los nuimeros
que estdn a la izquierda de cada x en cada término:

101 1 e
l-3-%-5= ; ; ) -

Se suman los términos semejantes y se obtiene:

Luego se multiplica en ambos miembros o a ambos lados de
la i%ualdad (propiedad uniforme) por el inverso multiplicativo
de 55

;Cual es el inverso multiplicativo de % e, Multiplique
por dicho nimero a ambos miembros:



Luego, si se aplica la propiedad del inverso multiplicativoen ~ ..............
el primer miembro y se resuelve el segundo miembro, se tiene: ...
................ ‘X = .ocieeieeeennn., qUE S1 consideramos que el uno es
elemento neutro en la multiplicacién en Q queda:

x=1000
Le proponemos que haga usted la verificaciondela ...
ecuacion:

Finalmente, puede expresarse que $1.000 es el monto total ~— ..............
del sueldo de Luis.

Situacion 4

Ahora le proponemos la siguiente situacién:
En esta situacién le proponemos resolver una ecuaciénya ...
planteada, sin partir de una situacién en lenguaje coloquial, conel  ...............
propésito de trabajar los pasos algebraicos para resolverla. ..
"Resolver la ecuacién: 3x + 4x + 5=6x-1" .
Intente resolverla por sus propios medios y luego reviselo ...
realizado con el siguiente desarrollo: L

En esta ecuacién se presentan dos términos
3x+4x+5=6x-1 algebraicos semejantes, en el primer miembro
uno y otro en el segundo miembro.

Se suma a ambos miembros el término

7x  +5=6x-1 opuesto a 6x, para agrupar los términos en "x" e
en un miembro, en este caso el primero. EL ...

término opuesto es -6x.

7X + (-6X) +5=6xX+ (-6X) -1 Se asocian los términos en "x" del primer
miembro y se aplica la propiedad del opuesto
en el segundo.

1x +5= 0 S

Sumamos a ambos miembros el opuesto de 5 ...

y resolvemos el cdlculo del segundo miembro.

1x+ 5+ (-5) =-1+(-5)

En el primer miembro aplicamos la propiedad

X=-6 del elemento neutro y se obtiene la expresién
fmal. e
Le proponemos realizar la verificacién correspondiente: ...

Conjuntos numéricos
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Luego, la solucién de la ecuacién es x = -6

Situacién 5

Lea la siguiente situaciéon y plantee una ecuacién que
traduzca simbdlicamente lo expresado en el enunciado:

.............................................. "En una construccién se utilizaron:
.............................................. . o
...................................... 7 de las ceramicas para el lavadero,
.............................................. ) o . /
.............................................. 5 de las cerdmicas para la cocina y hay todavia 15 m=.
.............................................. ¢Cudntos metros cuadrados de ceramica habian inicialmente?”

Si le llama x al nimero de metros cuadrados que habia
inicialmente, exprese en lenguaje algebraico la parte utilizada para
el lavadero: . ..o y la parte utilizada

EI1 18 COCIIIA, t it

.............................................. Luego, escriba la ecuacién que responde a la situacion.

Es posible que haya pensado en la siguiente ecuacién u otra
equivalente:

.............................................. ) .
...................................... 7 X+gX+15=x

- A : 1
Sumando los coeficientes de los términos semejantes ; X y
1 .
3 X, es dedir:

.............................................. (++%)

.............................................. Se tiene un expresiéon equivalente a la ecuacién inicial que es:

Se agrupan los términos semejantes, términos con x, en un
mismo miembro aplicando propiedades convenientemente
(elemento opuesto, uniforme). Observe cémo son aplicadas las
mismas:

...................................... 5 ; 5
.............................................. g-x+§-x+15=x—§-x

Sume los términos semejantes del segundo miembro y
aplique propiedad del elemento opuesto y neutro en el primer
miembro:

5
0+15=%x
Aplique prolgiedad del opuesto y la uniforme con el inverso
multiplicativo de 3 :



Aplicando la propiedad del elemento neutro en el segundo
miembro y resolviendo el primero obtendra el valor de la incognita x.

Verifique sl el valor encontrado de x es el correcto,
reemplazando el valor de x en la expresion inicial de la ecuacién.

Luego, se puede responder que: inicialmente habian 24 metros
cuadrados de ceramica.

Situacién 6

En esta situacién le proponemos resolver una ecuacién ya
planteada sin partir de una situacion en lenguaje coloquial, con el
propésito de trabajar los pasos algebraicos para resolverla

"Resolver la ecuacién: 3(x+4) = 2x-1"

Intente resolverla por sus propios medios y luego revise lo
realizado con el siguiente desarrollo:

3(x+4) = 2x-1 . ' '
En esta ecuacion se presenta un unico término
en el primer miembro y dos en el segundo, uno
de ellos en "x". En el primer miembro se puede

aplicar la propiedad distributiva de la
3% + 34 =2x-1 multiplicacién respecto de la suma y se obtiene
3x + 12 =2x%x-1

la expresion siguiente:

Se suma a ambos miembros el opuesto a 2x,

non

ara agrupar los términos en "x" en un
3x+ (-2x) + 12 = 2x + (-2%) -1 pare 9T

miembro, en este caso el primero.
Se suman los términos en "x" del primer
1x +12=1

miembro y se aplica la propiedad del opuesto
en el segundo.

Sumamos a ambos miembros el opuesto de 12
y resolvemos el cdlculo que aparece en el
1x +12 + (-12) = -1 + (-12) segundo miembro.
En el primer miembro aplicamos la propiedad
x =-13 del elemento neutro y se obtiene la expresion

final: el valor de x que satisface la ecuacién.

Realice la verificaciéon de la ecuacién:

Luego, la solucién a la ecuacién es x = -13.

Conjuntos numéricos
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ACTIVIDADES

1. Resuelvan las siguientes situaciones planteando y resolviendo una ecuacion.

a) El triple del dinero destinado a la compra de una bateria para auto es equivalente al dinero que se necesita
para comprar dos cubiertas para el mismo. Si el costo de cada cubierta es de $120. scudl es el precio de la
baterfa?

b) Una empresa constructora se compromete a terminar la reparacion de una ruta en tres etapas. En la primer
etapa repara una cuarta parte de la ruta, en la sequnda etapa las dos quintas partes de la misma y en la tercer
etapa repara los ultimos 1.400 metros de la ruta. ; Cudntos metros tiene la ruta que se reparé?

¢) En un operativo, la cuarta parte del personal afectado se destina a requisa vehicular, la tercera parte del
personal se lo destina a identificacién y los oficiales restantes, que son 60, para apoyo y seguridad. ; Cudntos
efectivos fueron los afectados al operativo?

d) Si el largo de un terreno de forma rectangular es igual al triple de su ancho y si se sabe que la cantidad de
longitud del contorno del terreno es de 160 metros. ;Cudl es la medida del largo y del ancho del terreno?

e) En un negocio, al realizar una compra de un producto artesanal, le cobran $5 por gastos de envio,

Independientemente del numero de productos comprados. St se sabe que el triple de lo abonado por una compra
realizada de productos artesanales es de $ 390. ;Cudl es el precio del producto artesanal comprado?
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Relaciones y funciones. Nociones de probabilidad y estadistica

;Qué esperamos que usted logre cuando termine este eje?
Al final de este eje esperamos que usted pueda:

e Comprender y saber resolver problemas, seleccionando el
tipo de razonamiento, interpretando los resultados y justificando
los procedimientos empleados.

e Describir, comunicar e interpretar informacién matematica
brindada en forma algebraica, simbdlica y grafica, de relaciones y
funciones numeéricas, utilizando distintos lenguajes.

;Qué vamos a estudiar?

Algunos de los contenidos més importantes que vamos a
estudiar son: relaciones y funciones numéricas: intervalos de
positividad y negatividad. Comportamiento de las mismas: ceros,
continuidad, crecimiento y decrecimiento. Estadistica: frecuencia
relativa, porcentual y medidas de tendencia central. Graficos.
Probabilidad: clasica y frecuencial.

SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS

En matematica, para ubicar puntos en un plano se emplean
dos ejes perpendiculares (rectas perpendiculares) que determinan
cuatro cuadrantes. A este conjunto formado por los dos ejes los
cuatro cuadrantes se lo denomina sistema de coordenadas
cartesianas.

Una representacién del mismo se muestra a continuacién.
Observe que la recta o eje horizontal recibe el nombre de eje de
abscisas o de "las x" y el eje vertical recibe el nombre de eje de
ordenadas o de "las y".

NOTAS

: ?
rectas perpendiculares Bl

Dos rectas secantes que separan al
plano en cuatro dngulos o partes
congruentes (Si se superponen
coinciden exactamente) se llaman
perpendiculares.

SERRG |

* Eje de ordenadas o eje de las y.
Se simboliza con la letra Y.

CIADRANTE

~

* Eje de abscisas o eje de las x. Se

simboliza con la letra X.
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e Al punto de interseccién del eje
horizontal y el vertical le
corresponde el par (0, 0). Se llama
punto origen del sistema de
coordenadas.

e Cada eje tiene que estar
graduado de manera que entre
dos puntos de los ejes que
representan enteros consecutivos
haya siempre la misma distancia.

162

Senale con color, en el sistema de coordenadas, el punto de
interseccién del eje horizontal y el vertical, punto en el cual "se
cortan” los ejes y que pertenece a ambos. A dicho punto se lo
llama punto origen de coordenadas.

Para ubicar un punto en el plano que determinan los dos
ejes de coordenadas (en cualquiera de los cuatro cuadrantes),
usted necesita ubicar dos nimeros que siempre se dan en un
determinado orden. Es decir, que un punto queda perfectamente
ubicado con un par ordenado de numeros, tal que el primer
numero representa la abscisa y el segundo numero representa la
ordenada.

Por ejemplo: en el plano siguiente se han representado los
puntos a (5, 3); b (2, 3); ¢ (-3, 3); d (-4, -3) y e (2, -3). Los pares de
numeros ordenados que aparecen entre paréntesis son las
coordenadas de los puntos y son los valores que permiten ubicar a
cada uno.

H | i 1 |
- Folm | ed . I"
Tt 3 N SN N TR NN TR N SO N SN O TN A N B X
:étl
| -
-.-'f-!-
PENSAR

Si analiza las coordenadas del punto a (5, 3) y su ubicacién
en el plano, notara que hay un criterio de ordenacién. La primer
coordenada es cinco y la segunda tres, esto significa que:

e primero se nombra "5" indicando cinco lugares en la recta
numérica horizontal hacia la derecha (por ser un entero positivo)
desde el punto (0,0),

e y luego "3" indicando tres lugares en direccién vertical
hacia arriba (por ser un entero positivo) desde el punto (5, 0).
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En forma similar las coordenadas del punto e (2, -3) indican: NOTAS

e la coordenada "2" indica dos lugares en la recta numeérica ...
horizontal hacia la derecha (por ser un entero positivo) desde el ...
punto (0,0),

e y luego, la segunda coordenada, "-3", indica tres lugares en ...
direccién vertical hacia abajo (por ser un entero negativo) desde el ...
punto (2,0).

¥
RECORDAR ﬁ ..............................................

Abscisa del punto e
(Se coloca en primer lugar)

N S

Coordenadas de e (2, -3)

¥ Ordenada del punto e

(Se coloca en segundo lugar)

El primer nuimero indica la posicién de la direccién horizontal
y el segundo la posicién de la direccién vertical.

ACTIVIDADES

1) Realicen este andlisis con los puntos b, ¢ y d antes representados en el sistema de coordenadas.
Indiquen en cada caso el significado de cada una de las coordenadas correspondientes a dichos puntos,
mostrando lo que cada coordenada indica.

2) Ubiquen los siguientes puntos en el sistema de coordenadas: f (2, -4), g (-2, -4) y h (-6, 4).

3) Completen el siguiente cuadro con los puntos a, b, c, d, e, f, g y h y sus coordenadas, segun al cuadrante
al que pertenecen:

Primer cuadrante Segundo cuadrante Tercer cuadrante Cuarto cuadrante

a(5,3)
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4. St observan la tabla anterior podrdn responder:

a) En los puntos que pertenecen al primer cuadrante: ;qué signo tiene la abscisa? ...........c..ccococveveeen.n. ,
Jy la ordenada? ...
b) En los puntos que pertenecen al sequndo cuadrante: ;qué signo tiene la abscisas .............cccccoocvevinrnn. ,
Jylaordenada? ........cccocoocviiviiiiin.
) En los puntos que pertenecen al tercer cuadrante: ;qué signo tiene la absciSas ..............ccocovivcenennis. ,
Jy laordenada? ..o,
d) En los puntos que pertenecen al cuarto cuadrante: ;qué signo tiene la abscisas .............ccococvecreranenn. ,
Jy la ordenada? ...

NOTAS Si usted analiza sus respuestas comprendera por qué se

puede afirmar que:
.............................................. e en el primer cuadrante los puntos tienen abscisa y
.............................................. ordenada positivas;
.............................................. e en el segundo cuadrante los puntos tienen abscisa
.............................................. negativa y ordenada positiva;
.............................................. e en el tercer cuadrante los puntos tienen abscisa y
.............................................. ordenada negativas;
.............................................. e en el cuarto cuadrante los puntos tienen abscisa positiva y
.............................................. ordenada negativa.
.............................................. ;/Qué pasa cuando una de las coordenadas de un punto es
.............................................. igual a cero? Por ejemplo, analice qué ocurre si:
.............................................. e La abscisa es igual a cero
.............................................. En el siguiente sistema de coordenadas cartesianas ubique
.............................................. los puntos: a (0, 3); b (0, -2); ¢ (0, 2)
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Es decir que todos los puntos cuyas coordenadas sean x =0 e
y = a, siendo a cualquier nimero real, pertenecen al eje vertical o
eje de ordenadas. Por lo tanto su ubicacién esta en el eje de
ordenadas o eje de las y (eje vertical). Asi por ejemplo, el punto d
(0, 4) queda ubicado en el eje vertical como se muestra en el
sistema de referencia.

e La ordenada es igual a cero

En el siguiente sistema de coordenadas cartesianas ubique
los puntos: a (5, 0); b (-3, 0); c (2, 0)

NOTAS
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;Dénde quedan ubicados dichos puntos?

Es decir que todos los puntos cuyas coordenadas sean x = a
ey =0, siendo a cualquier numero real, pertenecen al eje
horizontal o eje de abscisas. Por lo tanto su ubicacion esta en el eje
de abscisas o eje de las x (eje horizontal).

Asi, por ejemplo, el punto f (-2, 0) queda ubicado en el eje
horizontal como se muestra en el sistema de referencia:

PENSAR

e Cada punto del plano esta determinado por un par
ordenado de nimeros que son sus coordenadas, que simbolizamos

(%, ).

e La primer componente se reflere a las unidades "o lugares"
en el eje de las "x" y recibe el nombre de abscisa o coordenada x;y
la segunda componente a las unidades "o lugares" en direccién
vertical o del eje de las "y" y recibe el nombre de ordenada o
coordenada y.

e Si el valor de la abscisa de un punto es igual a cero el
punto se ubica en el eje de las y o eje de ordenadas.

e Si el valor de la ordenada de un punto es igual a cero, el
punto se ubica en el eje de las x 0 eje de abscisas.

LA RECTA EN EL PLANO

Analice las siguientes situaciones:

Situacién 1

Una empresa compra cajas para embalar a $2 cada una. Para
que el proveedor entregue en el domicilio de la empresa las cajas,
debe abonar $5 mas, importe fijo que no depende de la cantidad
de cajas que se compren. ;Cuanto habra que pagar si se compran

10 cajas y la entrega se hace en el domicilio de la empresa? ;Qué
célculo haria para resolver la situacién?
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Para resolver la situacién planteada se puede pensar en NOTAS
resolver un célculo como el siguiente, que se muestra con el
resultado correspondiente:

I—» Costo de entrega

precio de cada caja <«—— 2-10+5= 25

l ......................................

N°decajas

e Si se quieren comprar, bajo las mismas condiciones, 5
cajas. ;Cuél sera el monto a pagar? ;Qué calculo (similaral
propuesto antes) resuelve esta nueva situacion?

Asi el célculo para esta nueva compraes: 2-5+5=15

e Si se quieren comprar, bajo las mismas condiciones, 6
cajas. ;Cuél serd el monto a pagar? ;Qué célculo (similaral
propuesto antes) resuelve esta nueva situacion? Escriba y resuelva ...
dicho calculo:

e Si se quieren comprar, bajo las mismas condiciones, 8
cajas. ;Cuél serd el monto a pagar? ;Qué cédlculo (similaral
propuesto antes) resuelve esta nueva situacion? Escriba y resuelva ...
dicho calculo.

Esta situacion puede ser expresada mediante una expresion ...
algebraica que vincule el nimero de cajas con el nUmero de Pesos ...
que hay que pagar en cada compra.

Para seguir avanzando en su estudio, le solicitamos que
recuerde lo que estudié cuando trabajé con ecuaciones.

Alli seguramente comprendid qué es una ecuacion, para qUE ...
se emplean las ecuaciones.

Recuerde que alli dijimos que cuando se plantea una
ecuacién es muy importante traducir o codificar correctamente
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del lenguaje coloquial al algebraico y que, ademas, una ecuacion
puede tener una o mas variables.

Ahora le proponemos que simbolice con "y" el nimero de

pesos a pagar por la compra y con "x" el nimero de cajas que se
compran, ;Qué expresién obtiene?

Esta expresion permitiria calcular cuantos pesos hay que
pagar segun el nimero de cajas compradas, siempre que la
entrega se haga en el domicilio de la empresa como se indica en el
enunciado inicial de la situacién.

Esta relacién que existe entre el nimero de pesos a pagar
por la compra y el nimero de cajas que se compran es una
funcion. Para cada nimero de cajas existe uno y sélo un nimero
correspondiente que indica cuantos pesos hay que pagar por la
compra.

Esta caracteristica que a cada valor de la variable
independiente (x) le hace corresponder uno y sélo un valor de la
variable dependiente (y) es la que permite decir que dicha relacién
es una funcién (este concepto serd retomado y prefundizado mas
adelante).

Para la representacién de la funcién que relaciona las
variables antes indicadas que intervienen en este problema se
sugiere completar la siguiente tabla y luego ubicar dichos puntos
en un sistema de coordenadas.

Por ello se le pide que:

a) Complete la siguiente tabla de valores:

X y
(ntimero de cajas) (ntimero de pesos a pagar por la compra)

10

12

b) Represente graficamente, en el sistema de coordenadas
que se encuentra a continuacién, los valores de la tabla. Recuerde
que a cada valor de x y su correspondiente valor de y le
corresponde un punto del plano de coordenadas (x, y).
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Como la expresion algebraica que usted obtuvo

anteriormente fue: y =2 - x + 5, seguramente la grafica que
obtuvo tiene las siguientes caracteristicas:

17 de pesos & pagar
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Observe la grafica obtenida: son puntos alineados, puntos
que pertenecen a una misma recta. Ahora responda:

e La recta a la cual pertenecen los puntos representados,
spasa por el punto (0, 0), punto origen del sistema de
coordenadas? ............. SPOT QUE? L

e ;El punto de coordenadas (0, 5) pertenece a la recta
representada?.............. SPOT QUE? L

Situacién 2

Juan contratd un servicio telefénico de Internet a una
empresa que cobra $10 fijos por mes (en concepto de abono) y que
ademés cobra $ 1 1la hora de conexién.

e ;Cuél es el monto a pagar si al terminar el mes ocup6
Internet durante 24 horas? ;Qué calculo haria para resolver la
situacién? Escriba dicho célculo y resuelva la situacién:

e ;Cuél es el monto a pagar si al terminar el mes se ocupa
Internet durante 20 horas? ;Qué calculo (similar al propuesto
antes) resuelve esta nueva situacioén? Escriba y resuelva dicho
calculo:

e ;Cuél es el monto a pagar si al terminar el mes se ocupa
Internet durante 15 horas?;Qué célculo (similar al propuesto
antes) resuelve esta nueva situacién? Escriba y resuelva dicho
calculo:

Esta situacion puede ser expresada mediante una expresion
algebraica -una férmula- que vincule el numero de horas de
conexién a Internet mensual con el importe a pagar en pesos en
cada mes. Asi, si simbolizamos con "y" el nimero de pesos a pagar
al terminar el mes y con "x" el numero de horas de conexién
correspondientes al mes, ;qué expresion algebraica propone para

representar esta situacion?
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Posiblemente la expresién que escribid es: y=1.x + 10
Esta relacién que existe entre el numero de horas de

conexién a Internet y el nimero de pesos a pagar en el mes es una
funcién. ;Podria decir por qué se trata de una funcién?

Para la representaciéon de dicha funcién es conveniente
completar la siguiente tabla, para luego ubicar dichos puntos en
un sistema de coordenadas.

a) Complete la siguiente tabla de valores:

X y
(ntumero de horas) (ntimero de pesos a pagar en el mes)

10

15

24

b) Represente graficamente, en un sistema de coordenadas,
los valores de la tabla.

NOTAS
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Seguramente la grafica que obtuvo tiene las siguientes
caracteristicas:
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Observe la grafica y responda:
e ;La grafica obtenida son puntos alineados? .............c.......

e ;La recta a la cual pertenecen los puntos representados
pasa por el punto (0, 0), punto origen del sistema de coordenadas?

* ;Qué coordenadas tiene el punto de interseccién (punto en

comun) del eje de las "y" y la recta a la cual pertenecen los puntos
representados?

A continuacién le solicitamos que analice las dos situaciones
correspondientes a funciones y las compare. Observe que:

e Al representar ambas funciones resultaron puntos
alineados, puntos que pertenecen a una recta. Por ello resultan ser

funciones lineales.

e Sus férmulas tienen una estructura (forma) similar:
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y=2.x+5
y=1.x+10

Es decir que estan formadas por un primer miembro que es
"y" y un segundo miembro con dos términos: uno con la variable

x" llamado término dependiente y el otro sin variable que se
llama término independiente.

Asi, por ejemplo, se tiene:

y=2.x + 5

. L . .
Término dependiente Término independiente

Esta expresién algebraica, que también suele llamarse
férmula, reciben el nombre de ecuacién de la recta, porque si
representamos graficamente los infinitos puntos de coordenadas
reales (pares de nuimeros reales) que satisfacen la igualdad
resultan ser alineados y pertenecen a dicha recta.

Nota
Es importante que observe que no es lo mismo referirse a variables
dependientes e independientes, que a términos dependientes e
independientes en una expresion algebraica.

En general
La ecuacién explicita de una recta es aquella que tiene la
forma:

y=a- -x + b siendo a y b numeros reales conocidos

‘_—V‘_'
Término dependiente Término independiente

La férmula de la situacién 1 es , dondea=2y
b="5.

La férmula de la situacién 2 es|[y=1.x+ 10|,dondea=1y

b = 10.
ANALISIS DE LA ECUACION EXPLICITA DE UNA RECTA

Si la ecuacién explicita de una recta, siendo a y b nimeros
reales conocidos, es: y = a . x + b, entonces...

;Qué indica b?

Si observa la representacién grafica de la situacion 1 vera
que la recta a la que pertenecen los puntos representados corta al

eje de las "y" o eje de ordenadas en un punto. ;Qué coordenadas
tiene dicho punto? ...

Ahora encuentre el valor que tiene y cuando x = 0.

NOTAS
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Reemplace en la férmula que representa la situacién y resuelva:

y=2.x+5

y=2.... +5
V= +5
V= i,

Observe que cuando x es igual a cero el valor de y es 5, valor
que coincide con el valor de b en la férmula de la recta asociada a
la situacién 1.

Observe el grafico de la recta correspondiente a la situacién
que estamos analizando e indique cuales son las coordenadas del
punto donde la recta "corta" al eje y o eje de ordenadas:

Si considera las coordenadas de dicho punto (0, 5), scual es
el valor de la ordenada?

Compare el valor de y obtenido cuando x =0, es decir y = 5,
con las coordenadas del punto donde se cortan la recta y el eje de

non

ordenadas o eje de las "y". ;Qué ocurre?

Se puede concluir que: el valor de b, en este caso 5, recibe el
nombre de ordenada al origen.

Este valor siempre indica en qué punto la recta corta al eje
de ordenadas. Si b es positivo el punto se ubicara desde el origen
de coordenadas (0, 0) hacia arriba y si b es negativo desde el origen
de coordenadas hacia abajo. O bien se puede decir que dicho
punto pertenece al semieje positivo de ordenadas o al semieje
negativo de ordenadas.

Las coordenadas del mismo (punto ordenada al origen) son
(0, b).

Si considera lo mismo para la situaciéon 2, la ecuacién de la
recta que representa dicha situacién es y=1.x+ 10,dondea=1y
b = 10. La ordenada al origen es 10, lo que significa que si x = 0, en
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la ecuacién se obtiene... ;qué valor de y?

y=1.x+10
y=1.... + 10
V= + 10
V= e

Se puede decir que la recta pasa por el punto (0, 10) y es el
punto en el que la recta corta al eje y.

;Qué indica a?

La grafica de la situacién 1 es una recta cuya ecuacion

explicita es:

En esta ecuacién, ;qué valor tiene a?
Observe nuevamente el grafico de la situacién 1 y analice:

a) Sila ecuacién de la recta fuera: y =2 . x + 0, es decir que
la ordenada al origen vale cero, el punto (0, O) pertenece a la recta
y six =1 el valor de y es 2, entonces el punto (1, 2) también
pertenece a la recta.

Observe que siempre que ocurra que la ordenada al origen
es cero, cuando x = 1, el valor de la ordenada siempre sera igual al
valor de a, que en nuestro ejemplo es 2.

Represente esos dos puntos -(0, 0) y (1, 2)- y conéctelos
mediante una recta. Observe que la recta obtenida es paralela a la
correspondiente a la ecuaciény =2 .x + 5.

;Qué significa esto? Que tienen la misma "inclinacién" o

"pendiente” respecto al eje de las "x".

b) Ahora piense en la ecuacién con la que estamos trabajando,
esdecir:y=2.x+5.

En ella la ordenada al origen b no vale cero sino que vale 5.
Entonces a partir de ese punto (0, 5) si observa que para x =1

la ordenada y valdra 2 + 5, es decir que y = 7, entonces puede
comprender el significado que tiene a en la ecuacion de la recta.

NOTAS
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Analice los valores de "y":

Para x = 0 el valor de y = 5 (ordenada al origen)
Para x =1 el valor dey =7

Para x = 2 el valor dey =9

Para x = 3 el valor de y = 11

Para x = 4 el valor de y = 13

Si observa a partir de la ordenada al origen que cada vez que

el valor de "x" aumenta una unidad el valor de "y", ;cuantas
unidades aumenta?

w_n “w__n

Asi es en este caso: por cada unidad que “x” aumenta, “y

aumenta dos unidades.
Ese numero 2 se llama pendiente de larectay =2 .x + 5.

Observe que lo que hemos analizado para esta situacién
también lo puede interpretar asi: a partir de la ordenada al origen,
por cada unidad que se avanza "en x", hacia la derecha en
direccion horizontal, se incrementa en 2 unidades "en y", es decir
en direcciéon vertical.

Si analizamos de manera similar la representacién grafica
correspondiente a la situacién 2, podra observar que como la
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ecuaciénes|y=1.x+ 10.

;Cudl es el nimero que acompana a la X? ........ccocoeviiiiiinn

noon,

Analice los valores de "y":

Para x = 0 el valor de y = 10 (ordenada al origen)
Para x =1 el valor dey = 11
Para x = 2 el valor de y = 12
Para x = 3 el valor de y = 13
Para x = 4 el valor de y = 14

Si observa a partir de la ordenada al origen vera que cada

vez que el valor de "x" aumenta una unidad el valor de "y",
scuantas unidades aUMENta? ..o

Ese numero 1, se llama pendiente de larectay =1 .x + 10

Observe en el grafico que a partir de la ordenada al origen,
(b = 10) por cada unidad que se avanza "en x", (es decir que
pensamos lo que ocurre en y cuando x = 1) hacia la derecha en
direccion horizontal, se incrementa en 1 unidad "en y", es decir en
direcciéon vertical.

Observe atentamente esta caracteristica en la representacion

grafica:

}' »
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NOTAS En los casos analizados, cada vez que se avanza una unidad
en "x"la variacién en "y" es 2 en la situacién 1,y es 1 en la
.............................................. situacion 2. Este incremento es el que nos indica la "inclinacién” de
.............................................. la recta y recibe el nombre de pendiente de la recta. Es decir que
.............................................. el nimero "que acompana” a la x, en la ecuacién explicita de una
.............................................. recta, es la pendiente de la misma e indica la inclinacién de la
.............................................. recta con respecto al eje de las abscisas o de las x.

PENSAR

.............................................. La ecuacién explicita de la recta tiene la forma:

.............................................. y :@. X + @—» Ordenada al origen
.............................................. i Indica cudntas unidades por

encima (si b es positivo) o
. por debajo (si b en negativo)
.............................................. Pendiente del pLﬂ’ltO (O, O) pasa la
.............................................. Ind[ca la lndlnaaén que },ecta SI b — O la TeCtC{ pasa
.............................................. tiene la recta respecto del eje por el pLﬂ’ltO (O, O)

de las abscisas (de las x).

ACTIVIDADES

1. Completen con el valor correspondiente a la ordenada al origen y a la pendiente en cada una de las rectas
dadas a partir de su ecuacién explicita.

Ecuacién de la recta Ordenada al origen Pendiente

y=2+x+5

y=-3'x+2

y=-2-x-3

y=2+x+3

2. Dada la ordenada al origen y la pendiente de la recta escribir la ecuacién explicita de la misma.

Ecuacién de la recta Ordenada al origen Pendiente
Y S -3 2
Y S 5 2
Y 3 2
Y T 2 4

178
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Para representar una funcién cuya grafica es una recta o NOTAS
bien puntos alineados que pertenecen a una recta, se puede:

e Construir una tabla de valores y ubicar los puntos que se ...

obtienen en la misma.

Obien...
e Utilizar el concepto de ordenada al origen y pendiente. Es ...
decir, representar la recta en un sistema de coordenadas sélo
identificando ordenada al origen y pendiente sin realizar la tabla ...

de valores.

Analicemos ejemplos en los que se representa la recta sin -~ ...

elaborar la tabla de valores.

Situacién 3
Representar en un sistema de coordenadas la recta
correspondiente a la ecuacién: y=3x+2.
Para representar dicha recta se procede primero
identificando el valor de la ordenada al origen, en este caso es ..
b=2,yla pendiente, en este casoa=3.
Lo ayudaremos a hacerlo a través de las actividades que le ...
proponemos a continuaciéon.

ACTIVIDADES

1. Ahora, en un sistema de coordenadas, siga las indicaciones siguientes y obtendrd la grdfica que se pide:

a) Represente la ordenada al origen ubicando el punto (0, b) -en este caso (0, 2)- que se encuentra en el eje de
las "y" por tener abscisa igual a cero. Es el punto donde la recta corta al eje vertical o "eje de las y".

b) Ahora represente la pendiente de la recta que indica la inclinacién de la misma respecto del eje x.

Como la pendiente, en este caso, es un ntimero entero positivo a partir de la ordenada al origen, se toma una

unidad de x hacia la derecha y a unidades hacia arriba, en este caso 3 unidades hacia arriba, y se sefiala otro
punto que también pertenece a la recta que se desea representar grdficamente.

¢) Se conectan los dos puntos sefialados por medio de una recta, obteniéndose de esta manera la grdfica de la
recta cuya ecuacion explicita es y =3 x + 2.
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Situacién 4
Represente en un sistema de coordenadas la recta
correspondiente a la ecuacién: y=-2+3

Para representar dicha recta usted puede primero identificar
el valor de la ordenada al origen. ;Cuél es? En este casoes b= ...... ,
y luego la pendiente, en este casoa= ......

Ahora, en un sistema de coordenadas, siga las indicaciones
siguientes y obtendra la grafica que se pide:

1. Represente la ordenada al origen ubicando el punto (0,b) -
en este caso (..., ......): que se encuentra en el eje de las y por
tener abscisa igual a cero. Es un punto de la recta; precisamente,
es el punto donde la recta corta al eje vertical o "eje de las y".

2. Represente la pendiente de la recta que indica la
inclinacién de la recta respecto del eje x. La pendiente es un
numero entero, ;de qué signo en este caso? .............. Entonces, a
partir de la ordenada al origen, tome una unidad de x hacia la
derecha y a unidades, en este caso 2 unidades, s;hacia dénde, hacia
arriba o hacia abajo? ............. Finalmente, se senala el punto
correspondiente, punto que también pertenece a la recta que se
desea representar graficamente.

3. Conecte los dos puntos senialados por medio de una recta,
obteniendo la siguiente representacién de la misma, cuya ecuacién
es:y=-2x+3

NOTAS
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Compare el grafico que obtuvo con el siguiente:

. e

PENSAR

Cuando se representa grdficamente en un sistema de coordenadas
una recta a partir de su férmula explicita, y = a . x + b, se identifica el
valor correspondiente a la ordenada al origen y a la pendiente y se
procede de la siguiente forma:

1. Se representa la ordenada al origen ubicando el punto (0,b) que
se encuentra en el eje "de las y" por tener abscisa igual a cero. Es un
punto de la recta, precisamente el punto donde la recta corta al eje
vertical o "eje de las y".

2. Se representa la pendiente de la recta que indica la inclinacion
de la recta respecto del eje x. Para lo cual hay que considerar dos
situaciones:

e Si la pendiente es un ntimero entero positivo: a partir de la
ordenada al origen se toma una unidad de x hacia la derecha y “a”
unidades hacia arriba y se sefiala el punto correspondiente a esa

posicion, que es otro punto perteneciente a la recta.

e Si la pendiente es un niimero entero negativo: a partir de la
«_»

ordenada al origen se toma una unidad de x hacia la derecha y “a
unidades hacia abajo y se sefiala el punto correspondiente a esa
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posicién, que es otro punto perteneciente a la recta.

3. Se conectan los dos puntos sefialados por medio de una recta.

ACTIVIDADES

1. Represente en un sistema de coordenadas cada una de las siguientes rectas dadas a través

de su ecuacién explicita:
ay=2.x-5
b) y=-3x+2
0y=4+6.x

dy=-5-4.x

GRAFICOS DE FUNCIONES

Crecimiento. Decrecimiento. Incrementos.
Maximos y minimos.

En muchas ocasiones, en la vida cotidiana encontramos
descripciones de situaciones variadas; como por ejemplo el
consumo de luz en funcién del tiempo transcurrido (meses del
ano), el registro de las medidas de las temperaturas a distintas
horas del dia, el nimero de autos vendidos por mes, el dinero
invertido en exportaciones por afio y asi se podrian seguir
nombrando ejemplos.

Situaciones como las consideradas son analizadas
matematicamente como funciones. De esta manera es posible
analizar las variaciones de consumo: las variaciones en las
exportaciones, por nombrar algunos ejemplos.

Las funciones son herramientas poderosas que sirven para
estudiar y modelizar, es decir interpretar matematicamente en
forma algebraica y/o grafica distintos fendémenos de la naturaleza:
sociales, y que a su vez permiten sacar conclusiones y realizar
predicciones.

En las situaciones antes ejemplificadas siempre intervienen
dos variables, o bien podemos decir que en esas situaciones
podemos establecer una relacién entre dos variables consideradas:
consumo de luz y tiempo transcurrido; medidas de temperaturas y
horas del dia: nimero de autos vendidos y el tiempo en meses.
Estas variables reciben el nombre de:

e Variable dependiente (consumo de luz, medidas de
temperatura, numero de autos vendidos).

?

modelizar _

Encontrar un modelo matemdtico
(funcion, expresion algebraica,
grdfica, etc.) que permita describir e
interpretar perfectamente fenémenos
que se presentan en la vida cotidiana
o en la realidad. De esta manera es
posible estudiar este fendmeno de
una manera matemdtica, desprovisto
de detalles y caracteristicas que
dificultarian su andlisis.
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e Variable independiente (tiempo transcurrido, tiempo
expresado en horas del dia, tiempo expresado en meses del ano).

El consumo de luz es una variable dependiente porque
depende del tiempo en que se considere el nivel de consumo. No
es lo mismo el consumo durante un mes que el consumo durante
una semana. Es decir, que el consumo de luz depende de la
cantidad de tiempo que se considere.

Como vimos antes, a la variable independiente se la
simboliza con la letra "x" y a la variable dependiente con la letra
"y". Si la relacién que existe entre las variables x e y es tal que para
cada valor de x, existe uno y sélo un valor de y, que le corresponde
en dicha relacién, entonces la relacion recibe el nombre especial

de funcién.

i

;1_:] RECORDAR

La relacién en la que a cada valor de la variable independiente le
corresponde un tnico valor de la variable dependiente, llamada imagen,
es una funcion.

Analice la siguiente situacién y podra realizar algunas
observaciones.

Situacién 1

Un deportista realizd una practica en bicicleta, subiendo y
bajando por una cuesta. En el grafico se muestra la distancia a la
que se encontraba el deportista con respecto al inicio del camino,
en funciéon del tiempo.

i

=

arslanion fen ki) peae s poon s oy

e

=

tiempo e horas)
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ACTIVIDADES

1. Le proponemos responder las siguientes prequntas a partir de la observacién del grdfico:
a) ;Qué varlable se represento en el eje horizontal?, ;y en el vertical?

*
RECORDAR C_l; ..............................................

En los gréaficos se representan, en el eje de las abscisas, (X) ...
los valores asignados a la variable independiente yen el ejedelas ...
ordenadas (y) los valores asignados a la variable dependiente. ..

En esta situacién se ha representado la distancia recorrida ...
por un ciclista desde el punto de inicio en funcién del tiempo de ...
marcha. De las dos variables que intervienen la distancia esla ...
variable dependiente (y) y el tiempo transcurrido desde el inicio ...
de la practica del deportista es la variable independiente (x). ...

Puede decirse que a cada medida de la cantidad de tiempo ...
transcurrido desde el inicio de la practica le corresponde un Unico ...
numero que indica la distancia recorrida desde el punto de inicio ...
de la practica hasta ese momento. Es por ello que la relacidon
representada es una funcién.

PENSAR b

Si existe una relacién entre dos variables, por ejemplo x ey, enla ...
que a cada valor de la variable independiente x le corresponde un Unico ...
valor a la variable dependiente y, entonces esa relacién es una funcién. ...
En este caso se dice que "y es funcién de x" y se simboliza y = f (X), ...
siendo f el nombre de la funcién.

En forma general, si se considera que los valores de la ..
variable independiente (x) forman un conjunto y que cada unode ...
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dichos valores esta vinculado con un elemento o valor de la
variable dependiente (y) pertenecientes a un segundo conjunto,
entonces es posible expresar que existe una relacién entre dos
conjuntos o bien entre los elementos de dichos conjuntos. Se
puede definir una funcién de la siguiente manera:

A una relacién definida entre dos conjuntos la llamamos
funcién cuando a cada valor de la variable independiente (valor de
X perteneciente al primer conjunto) le corresponde un Unico valor
de la variable dependiente (valor de y perteneciente al segundo
conjunto). En este caso se dice que "y es funcién de x", y se
simboliza y = f (x), siendo f el nombre de la funcién.

También podemos decir que: a una relacién la llamamos
funcién cuando a cada valor de la variable independiente (valor
de x) le corresponde un Unico valor de la variable dependiente
(valor dey).

Las funciones se simbolizan con letras imprenta minuscula
como f, g, h.

En la situacion 1 se dice que la distancia recorrida por el
ciclista es funcién del tiempo transcurrido desde el inicio de la
practica.

Asi podemos interpretar, en la situacién 1 analizada, que:

e La practica duré cuatro horas y media (4,5 hs).

e Tardd dos horas en llegar a la cima de la cuesta, en la que
se detuvo por una hora (en el transcurso de la 2° hora y 3° hora).

e La cima se encuentra a 25 km. del punto de partida de la
practica.

e Demord6 una hora y media (1,5 hs) en bajar y asi llegar al
comienzo del recorrido.

e E]l tiempo empleado para volver fue menor al empleado
para subir la cuesta. Esto significa que la medida de la velocidad
promedio de descenso fue mayor.

e £l tiempo varia entre 0 y 4,5 hs.

e La distancia varia entre 0 y 25 km.

A continuacién le proponemos analizar e interpretar otras
situaciones a partir de las graficas en las que se relacionan dos
variables numéricas.

Situacioén 2

Se muestra la variacién en la temperatura ambiente de un
pueblo a medida que transcurre el tiempo.
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NOTAS
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* En el eje de las abscisas se representa la variable
independiente "tiempo", expresado en horas.

* En el eje de ordenadas representamos la variable
dependiente "temperatura”, expresada en grados Celsius.

e Siempre observe y lea la grafica de izquierda a derecha.

ACTIVIDAD

1. Responda:

a) sCudl es la medida de la temperatura mdxima y a qué hora se registré?

187



Matematica II - EGB3

NOTAS

Luego, podemos decir:

e La maxima temperatura estd dada por los 10° C registrados
a la hora 4, es decir que la mayor de las medidas de temperatura
es 10.

e La temperatura minima es de 5° C registrada en la hora 7,
es decir que la menor de las medidas de temperatura es 5.

e La temperatura varia entre 5° Cy 10° C.

e El tiempo durante el que se registraron los valores de
temperatura fue de 9 horas.

® En ese lapso de tiempo se puede hallar cualquier valor de
la temperatura. Por ejemplo; después de 2 horas la temperatura es
de 8° Cy después de 2,5 horas la temperatura es de 8,5° C. Los
valores que puede tomar la temperatura en cualquier momento
del lapso de tiempo considerado (9hs) son valores reales
intermedios que varian entre 5 y 10. El conjunto de todos esos
valores se denomina imagen de la funcién y lo podemos
simbolizar mediante el intervalo de nimeros reales cerrado
(intervalo real) [5, 10].

¢ De la misma manera, como el tiempo varia entre 0hy 9 h

(con sus valores reales intermedios), podemos decir que el
dominio de la funcién estd dado por el intervalo real cerrado [0,9].

PENSAR

El dominio de la funcién es el conjunto de valores de la variable
independiente x a los cuales le corresponde algtin valor de la variable
independiente y. Se simboliza: D(f), se lee: dominio de la funcién f.

La imagen de la funcién es el conjunto de valores que toma

la variable dependiente y, se simboliza: Im(f) y se lee: imagen de la
funcién f.

ACTIVIDADES

1. Completen:

a) El dominio de la funcion representada en la situacion 1 es: D(f) = ..cccoociiviiiiiiioiiiieiiieee e

b) La imagen de la funcién representada en la situacion 1 es: IM(f) = .....cccooiiiiiiiiiiiiie e,
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Situacién 3 NOTAS

Observe nuevamente la grafica de la situacién 2. Se puede
decir que la variable temperatura estéd en funcién del tiempo y de
acuerdo a ciertas caracteristicas del grafico (que siempre debe
observarlo de izquierda a derecha) podemos analizar lo siguiente:

e La funcidn es creciente:

De 1h a 4 hs, puesto que al aumentar el tiempo también
aumenta la temperatura (en el grafico la curva que representa este
aumento de temperatura es ascendente siempre observandola de
izquierda a derecha, es decir que la curva "sube") desde 7° C hasta
los 10° C. En este caso el incremento (o variacién) de la funcién es
de 3° C.

De 7 hs a 9 hs, puesto que al aumentar el tiempo también
aumenta la temperatura (en el grafico, observandolo siempre de
izquierda a derecha, la curva que representa este aumento de
temperatura es ascendente, es decir que la curva "sube") desde 5°
C hasta los 6° C. En este caso el incremento (o variacién) de la
funcién es de 1° C.
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e La funcién es constante de 0 a 1 h, ya que la temperatura
no varié siempre es 7° C (en el grafico el comportamiento de la
temperatura en ese periodo de tiempo esta representada por un
segmento de recta que tiene una direccién paralela al eje
horizontal o de abscisas, es decir que el segmento de recta "no
sube ni baja"). El incremento en este caso es de 0° C.
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NOTAS

e La funcién es decreciente de 4 hs a 7 hs, puesto que a
medida que aumenta el tiempo la temperatura disminuye (en el
grafico la curva que representa esta disminucién de temperatura
es descendente, es decir que la curva "baja") desde 10° C a 5° C. Por
lo tanto el incremento (o variacién) de la funcién es de -5° C. Note
que el incremento se considera negativo para indicar que la
temperatura bajo durante ese periodo de tiempo.

e L3 funcidn tiene un maximo.

Observando la grafica, determine cual es el punto donde la
funcién toma un valor maximo; un valor que resulta ser mayor
que cualquier otro valor que tomen los puntos de la funcién que le
rodean.

;Cuales son las coordenadas de dicho punto?...............c.........

;La funciéon (recuerde observar la grafica siempre de
izquierda a derecha) crece hasta alcanzar dicho punto y decrece
después de alcanzarlo? ..o

SPOT QUE? oo

Cuando un punto tiene estas caracteristicas se dice que
dicho punto es un maximo de la funcién. En este ejemplo el punto
(4, 10) es un maximo. También se dice que en x=4 la funcion
alcanza un valor maximo, que en este ejemplo indica la mayor de
las medidas de temperatura registradas en dicho pueblo.

e La funcidn tiene un minimo.

Observe nuevamente el grafico y determine cuél es el punto
en el que la funcién toma un valor que resulta ser menor que
cualquier otro valor que tomen los puntos de la funcién que le
rodean.

;Cuales son las coordenadas de dicho punto?...............c.........

;La funcion decrece hasta alcanzar dicho punto y crece
después de alcanzarlo? ...

Cuando un punto tiene estas caracteristicas se dice que
dicho punto es un minimo. En este ejemplo, el punto (7,5) es un
minimo. También se dice que en x=7 la funcién alcanza un valor
minimo, que en este ejemplo indica la menor de las medidas de
temperatura registradas en dicho pueblo.

PENSAR

Para analizar la variaciones de una funcién la grafica de la
misma debe ser observada siempre de izquierda a derecha.
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Una funcién es creciente cuando al aumentar los valores que toma
la variable independiente "x", aumenta los valores que toma la variable

ni,n

dependiente"y".

Una funcién es decreciente cuando al aumentar los valores que
toma la variable independiente, disminuyen los valores que toma la
variable dependiente.

Una funcién es constante cuando al aumentar los valores que
toma la variable independiente "x", los valores que toma la variable
dependiente"y" siempre son iguales, es decir que no hay ninguna
variacién: siempre la funcién toma el mismo valor.

Intervalo de crecimiento: es una parte (un intervalo) del dominio
de la funcién f, donde la funcién es creciente. Lo simbolizamos: Ic.

Intervalo de decrecimiento: es una parte (un intervalo) del dominio
de la funcién f, donde la funcién es decreciente. Lo simbolizamos: Id.

Un punto es un maximo de la funcién si el valor de la funcién en
dicho punto es menor que cualquier otro valor que la funcién tome en
otros puntos. Ademas, la funcién decrece hasta alcanzar el punto
maximo y crece después de haberlo alcanzado.

Un punto es un minimo de la funcién si el valor de la funcién en
dicho punto es mayor que cualquier otro valor que la funcién tome en
otros puntos. Ademas la funcién crece hasta alcanzar el punto maximo
y decrece después de haberlo alcanzado.

Asi entonces, teniendo en cuenta el grafico anterior (de las
temperaturas) decimos que:

El Intervalo de crecimiento de la funcién es: Ic = (1,4) \v (7,9)

El Intervalo de decrecimiento de la funcion: Id = (4,7)

RECORDAR C_l;"

Tenga en cuenta que los intervalos de crecimiento o
decrecimiento son intervalos abiertos y por ser subconjuntos del
dominio, estan dados para valores de x.

ACTIVIDADES

NOTAS

1. Teniendo en cuenta el grdfico de la situacién 1 (del deportista), contesten:

a) ;Cudl es el intervalo de crecimiento de la funcion? Ic = ...........cccooeeeenen.
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b) El incremento en el intervalo de la pregunta a) €s: ............cccccevveerennnn.
) ¢Cudl es el intervalo de decrecimiento de la funcion? Id = ...........c..ocoooieiinin.

d) El incremento en el intervalo de la pregunta b) es: .........c.cccoevininnnnn.

e) JEn qué intervalo la funcidn es constante? ..............ccocceeveverennn

2. Analicen el siguiente grdfico correspondiente a una funcién y contesten:

a) ¢Cudles son las coordenadas del mdximo de la funcion? .................cc......
b) sCudles son las coordenadas del minimo de la funcion? ...............ccccceoe..

) ¢Cudl es el intervalo de crecimiento de la funcion? Ic = .........ccocoeceevieinnns

d) sCudl es el incremento en el intervalo (0, 3)? ...cccovevvvvericninnn.

e) ;Cudl es el incremento en el intervalo (5, 7)¢ ..ccccoviviviiiiiiirees
f) ¢Cudl es el intervalo de decrecimiento de la funcién? Id =

g) El incremento en el intervalo de la pregunta anterior €s: ............cccccceevvenn.
3. Responder
a) En un intervalo de crecimiento de la funcién el incremento es spositivo 0 NeGativo? ...........ccccvevvivverrereienennn.

b) En un intervalo de decrecimiento de la funcion el incremento es ;positivo 0 Negativo? ............cccocveceevreiienninn
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Recapitulemos. Mostramos lo hecho hasta ahora en el NOTAS
siguiente cuadro:

Funcién » Representacion grafica
A traués de SU e
2 S|
§ ,;G* ..............................................
= S|

5 5
A A
e Dominio def o Intervualo de CreCimIeNTO. vvvrre e
e Imagen de f. o Intervalo de decrecimiento. ...
o [Incremento.

e Mdximo.
® Minimo.

ACTIVIDADES

Le proponemos la siguiente actividad para sintetizar lo que hemos analizado respecto de funcion.

En una estacién de venta de combustible se realiza una medicién semanal de la cantidad existente de nafta
stper, que se representa en el sigulente cuadro:

)

L)
)
W

apstilsle fmiles de

sl

i {se AN s

1. Responda

a) ;Cudl es el dominio de la fUNCION? ..........cccoovviiiviiiiiiiiiiiiiiie e
b) sCudl es la imagen de la funcion? ...............cccoooeviiiiiiiiiiii,
¢) sCudles son las coordenadas del mdximo de la funcién? ......................

d) ;Cudles son las coordenadas del minimo de la funcion? .......................
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e) sEn qué intervalo la funcion se mantiene constante? ...................c........

f) ¢Cudl es el Intervalo de crecimiento de la funcion? Ic = .........c..ccooovene..

g) ¢Cudl es el Intervalo de decrecimiento de la funcion? Id = ...................

h) El incremento en el intervalo de la pregunta anterior es: ......................

FUNCION: CEROS, CONTINUIDAD. PARABOLA.

Situacién 1

Imagine que un conductor transita por una avenida y a
clerta distancia observa que cruza un perro. El conductor advierte
esta situacién de riesgo y por lo tanto frena; el automovil recorre
cierta distancia hasta que efectivamente se detiene. La distancia
recorrida desde el instante inicial del registro de la situaciéon de
peligro hasta que se detiene se llama espacio de reaccién.

El espacio de reaccién depende de la velocidad del vehiculo.
Coincidira que si el vehiculo se desplaza a mayor velocidad
necesitara mas distancia para detenerse. El siguiente grafico
muestra el espacio de reaccién (expresado en metros) en funcién
de la velocidad del vehiculo (expresada en kilémetros por hora).

am fmelros)

] ] 40 60 B0 el (10 140 160 1ED)

velocidad ko)

Observe y responda:

a) Los puntos representados en esta grafica, ;pertenecen a
una recta? ;Por qué?
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b) Por esa caracteristica ;qué nombre reciben este tipo de NOTAS
funciones? Escribalo.

e Al estar los puntos alineados se ha representado una ...
funcién lineal.

e Como el centro de coordenadas (0, 0) pertenece a la recta ...
que determina dichos puntos, entonces la recta "pasa” por dicho ...
punto.

e Observe que, ademas, si la velocidad aumenta el doble, el ...
espacio recorrido también aumenta el doble. Por ejemplo, sila ...
velocidad aumenta de 20km/h a 40km/h el espacio aumenta de ...
6m a 12m. Usted también podra observar que si la velocidad ...
aumenta el triple el espacio también aumenta el triple. Diremos ...
entonces que se producen variaciones del espacio "proporcionales” ...
a las variaciones de velocidad y que dichas variaciones se
producen en forma "directamente proporcional”. Esto nos permite ...
decir que: la representacion grafica que estamos analizando
corresponde a una funcion de proporcionalidad directa.

Diremos que entre las variables "el espacio de reaccién"y "la ...
velocidad del automdévil" existe una relacién funcional de
proporcionalidad directa o més sintéticamente, que las variables ...
que intervienen son directamente proporcionales.

r
RECORDAR F;_E ..............................................

e En una funcién de proporcionalidad directa, en general, si ...
aumenta el valor de una variable el valor de la otra aumenta en igual ...
proporcidn, y viceversa. Por ejemplo, si el valor de la variable x se .
duplica, el valor de la variable y también se duplica, y viceversa. ...

* Ademas, sabemos que el cociente de los valores correspondientes ...

de ambas variables es un valor constante: k = . 3};— ............................................

Para recordar caracteristicas de una funcidon de
proporcionalidad directa le proponemos la siguiente actividad:

ACTIVIDADES

1. A partir del grdfico anterior:

a) Completar la siguiente tabla de valores:
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Velocidad (km/h) Espacio de reaccién (metros)
o |
20 6
40 |
o |
................. 42
160 |

b) sCudl es el valor de la constante de proporcionalidad? kR = .......................

¢) Sabiendo que la formula de la funcién de proporcionalidad directa es y=k.x , scudl es, la expresion de la
formula de la funcién que en este caso le permite calcular el espacio de reaccién en funcién de la velocidad?

e) sPara qué valor de x el valor que toma la funcién es cero; es decir qué valor tiene x, para que f(x) = 0?

Vemos que sl la velocidad del auto es de 0 km/h, entonces el
espacio de reaccién es 0 m, debido a que el auto ya esté detenido.

En simbolos: six =07y f (0) = 0, entonces decimos que x =0
es un cero o raiz de la funcién porque la imagen de dicho valor de
X es Ccero.

Situacién 2

La tabla siguiente muestra algunos valores de la funcién
lineal definida de R en IR, cuya férmula es: y=-2x+ 2.

Complete la tabla con los valores que faltan:
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X y=-2x+2
-2 y=-2-(-2+2=6
-1 V=-2 i, =
¥

- * 0 V= e, =
1 V= i =
2 V= e =
3 y=-2-3+2=-4

ACTIVIDADES

1. Observe y analice la grdfica realizando lo siguiente: a) marque con un color el punto de interseccién de la
grdfica de la funcién con el eje de las abscisas; b) indique las coordenadas (X, y) de dicho punto: ......................

¢) Entonces, spara qué valor de x la grdfica "corta" al eje de las abscisas? X = ..............
d) ;Para qué valor de x la funcion toma el valor O, es decir qué valor de x tiene como imagen el cero? ..............

Luego, podemos decir que si f (1) = O, entonces x = 1 es un cero o raiz de la funcién, porque la imagen que la
funcién le asigna al 1 es 0.

e) Indique si la funcién es creciente o decreciente. .............ccccooceveieiencannnn.
f) sRepresenta una funcién de proporcionalidad directa? ............. JPOT QUE? oo
g) ¢Cudl es el dominio de diCha fUNCION? .........cciiiiiiiiiii it

h) A partir del andlisis de la férmula, escriba: la ordenada al origen y la pendiente:

Posiblemente observd que:
e Se ha representado una funcién lineal que es decreciente.
» No representa una proporcionalidad directa. Entre otras

cosas, la recta no contiene al origen de coordenadas.
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NOTAS

e En la tabla se han consignado algunos valores, pero
recordemos que su dominio es el conjunto de los nimeros reales

R).
e La ordenada al origen es 2.
e La pendiente es -2.
e La grafica de la funcién corta al eje de las abscisas en x=1,

es decir que la imagen de x =1 es 0. Lo anotamos f (1) =0y
entonces x = 1 es un cero o raiz de la funcioén.

PENSAR

Se llaman ceros o raices de una funcién a aquellos valores del
dominio cuya imagen es cero. (Nota: segtin la funcién, ésta puede tener
una raiz, varias o ninguna).

ACTIVIDADES

1. A partir del siguiente grdfico, que representa una funcion, le pedimos:

'

¥

a) Indique los intervalos de crecimiento.

b) Indique los intervalos de decrecimiento.

¢) Marque con un color el punto donde se encuentra el minimo de la funcién. Escriba las coordenadas de dicho

punto:
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Compare sus respuestas con las siguientes observaciones: NOTAS
e Es creciente en el intervalo (-4,-2)\ (1,4).
e Es decreciente en el intervalo (-2,1).
e Presenta un minimo en el x=1. El valor del minimo es f(1)=-1. ...
El punto de coordenadas (1,-1) es un minimo de la funcién.
e La grafica corta al eje horizontal en x3=-4, x,=0y en
x3=2 Porellosetiene:
f(-4) =0
f(O)=0
f(2)=0
Hay tres valores de x para los cuales la funcion toma el valor ...
cero, tres valores de x cuyas imagenes son iguales a cero. Por ello ...
decimos que la funcién tiene tres ceros o raices: x1=-4, x,=0y
X3= 2.
ACTIVIDADES

1. En una finca, ubicada en una zona cuyo clima es bastante estable, se ha medido la

temperatura durante un dia, para establecer durante qué horas aproximadamente hay que proteger

los frutales de la helada. Con dicha informacién se confecciono el sigulente grdfico que muestra la variacién de
la temperatura en funcion del tiempo expresado en horas. Observen el grdfico, completen y respondan segun lo
que corresponda.

~

lemmperalura {50 .

i )
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a) sA qué hora se registra la temperatura maximas ....................... A este punto se lo denomina el ..................
de la funcion. ;Cudles son sus coordenadas? ..............ccccccocceceerans

b) sA qué hora se registra la temperatura minimazs ....................... A este punto se lo denomina el ..................
de la funcion. ;Cudles son sus coordenadas? ................cccccoceecceinns

¢) sDurante qué horas la temperatura aumentas ................cccoeoe.. ¢Cudl es el Intervalo de crecimiento de la
funcion? Ie = .................

d) sCudntos ceros (o raices) presenta esta funcion? ;Cudles son? Escriba las coordenadas de esos puntos

e) Si se considera que los frutales deben ser protegidos cuando la temperatura es de 0° o inferior a dicho valor
y seguin la informacion mostrada en el grdfico, ;durante qué periodo de tiempo hay que cuidarlos?

NOTAS Situacién 3
........................................... Se muestra el grafico de una funcién que indica lo que hay
.............................................. que pagar (en pesos) de acuerdo con los minutos que se hable por
.............................................. teléfono cuando se hacen llamadas de larga distancia desde una
........................................... cabina telefénica.
......................................... Vi |
.............................................. e ——
........................................ [ [ —]
.............................................. g | ]
........................................ @

&
.............................................. E: 4 —

=Y
.............................................. E
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 3 [ —
______________________________________________ v+ &+ 5 % 1 sx

.............................................. e feny minsios)
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» Cuando se efectta la llamada, se paga, en un principio, $2 NOTAS
pudiendo hablar hasta 3 minutos.
e Luego, por cada nuevo minuto que se hable, se paga $1 ...
mas y, por lo tanto, el grafico presenta un salto.
e A este tipo de funcién se la llama escalonada.
Los graficos presentados en las situaciones 1y 2 yeldela ...
actividad 3 no presentan saltos ni cortes, pueden reCOrrerse CON UN  .......ooooiiiiiiiii
lapiz sin tener que levantarlo del papel. Cuando esto ocurre estas ...
funciones son funciones continuas.
Lo analizado anteriormente no ocurre para la situacion 3, en
la que si se presentan "saltos". Esta es una funcién discontinua.

ACTIVIDADES

1. La siguiente grdfica es una pardbola. Su dominio es IR, pero sélo se ha representado una parte de la misma.

S 4

Esta, corta al eje x en dos puntos, es decir que la funcion presenta dos ceros o raices:

a) ;Cudles son las coordenadas de dichos puntos?

b) 4Es una funcién continua? .............. SPOT QUE? i

0) ¢Cudl es el mdximo de la funcion? ............ccocvvciiiiiiiiiiiiiiieiceie
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NOTAS

La féormula de la funcién de esta graficaes:y=x- (2 - x)
Si en la expresién anterior se aplica la propiedad distributiva
de la multiplicacién con respecto a la adicién, queda:

y=2X-X=

Observe que en el segundo miembro de la expresiéon de la
férmula de la funcién aparece un término en el que la x esta
elevada al cuadrado (a la dos). Por esta caracteristica la funcién se
llama funcién cuadratica.

Observe nuevamente la grafica de la funcién cuadratica
y = 2x - x= definida en IR y lea con atencién la descripcién que se
realiza de la misma.

5k

. Workie:

=

e Para los valores de x menores que 1 (x<1), la funcién es
creciente.

e Para los valores de x mayores que 1 (x>1), la funcién es
decreciente.

e Sus ramas estan hacia abajo.

e El punto donde se encuentra el valor maximo de la
parabola se denomina vértice de la parabola. Por el vértice se
puede trazar una recta paralela al eje de ordenadas que se
denomina eje de la pardbola. La parabola es simétrica respecto a
ese eje, es decir que la grafica de la funcién tiene las mismas
caracteristicas a ambos lados del eje.

ACTIVIDADES

1. Le mostramos la representacion de otra pardbola, en la que sus ramas estdan hacia arriba. La formula de la
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funcion definida en IR correspondiente a dicha pardbola es: y = x= - 4x + 3

Lea con atencién la descripcion de la misma:

oy

La pardbola corta al eje x en dos puntos, es decir que la funcién presenta dos ceros o raices:

¢ Cudles son? Escriba sus coordenadas:

JEs una funcion continuas ...........ccocoovvoevencenienennn SPOT QUE? i

;Cudl es el minimo de la funcion? ..............ccccoeeveee.

Las coordenadas del vértice son: (.......... e )
Es decreciente para x ......... 2.
Es creciente para X ............ 2.

. . ) 6

Considere la funcién f, cuya formula es: y = 1, y complete la
siguiente tabla de valores, para luego realizar el grafico
correspondiente:
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« |-t
6 y=T="1
-3 y:%: ......
-2 y=%: ......
-1 y=5=-6
1 y=o=...
2 |y=2=
3 Y= e
6 y=rnE e

NOTAS

Observe la tabla y complete:

a) Los valores de la columna correspondientes a los valores
que toma la variable "x" estan ordenados de menor a mayor, es
decir que "van aumentando". ;Qué ocurre con los nimeros que
toma la variable "y", que son las imagenes correspondientes a los

valores de "x"

b) Realice todos los productos entre cada nimero que toma
la variable "x" y su correspondiente imagen, valor que toma la
variable "y". ;Qué numero obtiene en cada uno de dichos

productos?

c) ¢La variable x podria tomar el valor cero? .............ccoceee.

Es decir: ;es posible resolver el cociente 6:07. Si recuerda que
la divisiéon, cuando es interpretada desde una situacién concreta,
esta vinculada a repartir: ;Es posible repartir, por ejemplo, "seis
objetos entre nadie"? ..............

e E] dominio de la funcién es IR -{0}, ya que x no puede ser
igual al namero cero por estar en el denominador.

Observe que el comportamiento de las variables que
intervienen es tal que si los valores que va tomando una de ellas
aumentan, las imagenes correspondientes van disminuyendo, pero
en igual proporcién (asi por ejemplo, si un valor de la primer
variable aumenta al doble, la imagen correspondiente a dicho
valor disminuye a la mitad).

También pudo verificar que si se realizan los productos entre
cada valor que toma la primer variable por su correspondiente
imagen (nimero que corresponde a la segunda variable) da
siempre un valor constante.

En esta situacién buscamos recordar una funcién muy
especial con estas caracteristicas indicadas, ;qué nombre reciben
este tipo de funciones?

Sirealiza el grafico asociado a dicha funcién, cuya tabla de
valores usted completd, obtendra los puntos resaltados a
continuacion:
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o NOTAS
1 hiperbein

Estos puntos no pertenecen a una misma recta por lo que
son conectados, como se muestra en la representacién, por medio ...
de una curva que se llama hipérbola.

¢;La curva obtenida corta en algin punto al eje de las x?
5 6 . e

. -5 ?

¢La funcidn y = - tlene Ceros? ..........c.ococovoiiiieiicieicceeee

Si observa la hipérbola representada vera que dicha curvano ...
corta a los ejes de coordenadas, por lo tanto no tiene CerOS 0
raices.

Esta funcidn, y en general las funciones de proporcionalidad ...
inversa, no cortan al eje x en ningun punto, es decir, no presentan ...
Ceros.
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NOTAS

LY
.............................................. ﬁ] RECORDAR

.............................................. * En una funcién de proporcionalidad inversa, en general, si
.............................................. aumenta el valor de una variable el valor de la otra disminuye en igual
.............................................. proporcién y viceversa: por ejemplo, si el valor de la variable x se
.............................................. duplica el valor de la variable y disminuye a la mitad, y viceversa.
.............................................. e Ademds, sabemos que el producto de los valores
.............................................. correspondientes de ambas variables es un valor constante: x-y = k.
.............................................. En esta situaciéon se ha estudiado una funcién de
.............................................. proporcionalidad inversa en la que la constante es k = 6.
.............................................. Nota
En el grdfico de una hipérbola, correspondiente a la grdfica de una
funcioén de proporcionalidad inversa, la curva se aproxima cada vez mds a
los ejes de coordenadas pero no "toca" a ninguno de ellos.

ACTIVIDADES

. - ) 6 .
1. ¢Por qué la funcion cuya férmula es: y =+, no es continua?

COMBINATORIA. PROBABILIDAD. ESTADISTICA

Cuando en la antigliedad se debia tomar alguna, decisién
importante, se buscaba en la naturaleza signos aleatorios que
revelaran la voluntad de los dioses. Luego de muchos siglos, y dado
el interés por los juegos de azar, comienza el estudio de los
fenémenos aleatorios (que dependen del azar). Para poder predecir
sus resultados, se busca medir de alguna manera el grado de
incertidumbre de los resultados de algunos de los fendémenos
aleatorios. Actualmente, para estudiar con ciertos niveles de
confianza dichos fenémenos aleatorios, contamos con la
combinatoria, la teoria de probabilidades y la estadistica.

Recuento de casos. Variaciones. Permutaciones.

Combinaciones

Situacién 1

La patente de un auto que intervino en un hecho delictivo
fue observada por distintos testigos. Todos coinciden en que el

numero que corresponde a la misma es 464. Pero en relacién a las
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tres letras correspondientes a la patente no hay seguridad. Lo
Unico que se sabe es que las tres letras eran distintas y son la letra
A, la letra B y la letra C, pero no se sabe en qué orden estaban
ubicados.

Se tiene que descifrar el orden de las tres letras
correspondiente a la patente:

L[ e

;De cuantas formas diferentes puede ser la patente?

e Le pedimos que resuelva esta situaciéon, anotando todos los
pasos, calculos, dibujos u otra estrategia que utilice, para luego dar
la respuesta del problema.

Esto quiere decir que importa el orden en que se ubican las
letras, ya que no es lo mismo ABC que BCA.

;Se le ocurri6 escribir todas las posibilidades y asi, luego,
poder contarlas para dar la respuesta?

Sino es asi, le pedimos que lo haga a continuacién.
Seguramente habra anotado:

ABC
ACB
BAC
BCA
CAB
CBA

Son seis en total

Como el problema pide cudntas (no cudles) posibles patentes
hay, respondemos con un numero: 6.

Repuesta: la cantidad de patentes posibles con esas
caracteristicas es 6 patentes.

A continuacién, le presentamos otro caso:
Situacion 2

Se tiene que descifrar una clave de cinco letras distintas:

Importante: cuando lea el
problema e identifique los
datos, debe preguntarse:

;Se pueden repetir las letras
en una misma patente?
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Recuerde:
;se pueden repetir las vocales
en la misma claver.............

Lppog

Se sabe que intervienen todas las vocales: a, e, i, 0, u, pero no
se sabe en qué orden.

;De cuantas formas diferentes pudo haberse confeccionado
la clave?

e Le pedimos que intente resolver esta situacion,
identificando los datos que pide el problema, representando de
alguna manera la relacién que existe entre ellos, ejemplificando:
utilizando alguna férmula. Luego de dar la respuesta en forma
clara, le recomendamos que vuelva atras y verifique lo hecho.

;Llegd a dar la respuesta? ...............

;Lo hizo escribiendo todas las claves posibles? Si contestd
que si, ;le resultod practico el escribir todas las posibilidades?

No olvide que se pide cudntas y no cudles son las claves
posibles.

En conclusién

Podemos decir que en la situacién 1 fue facil encontrar la
cantidad de patentes posibles, ya que el nimero de letras que
intervienen en la misma era sélo "tres”, pudiendo anotar todas las
opciones. No ocurre asi para la situacién 2, en la que el nimero de
letras de la clave es mayor que tres, y por lo tanto escribir todas
las opciones era mas tedioso.

;Qué ocurriria si la clave fuera de diez letras distintas?
Podria anotar todas las claves posibles, pero tardaria bastante en
hacerlo, y lo més probable es que se olvide o repita alguna, o
simplemente se canse y abandone el problema. En definitiva,
tendriamos que encontrar una forma més agil y practica de
resolver este tipo de problemas.

Asi, nosotros le mostraremos un camino para resolver la
situacién 2:

e Representamos con casillas los lugares que ocuparan las
vocales en la clave:

10 20 3° 4 5°
Recuerde que las letras de la
|:| |:| |:| |:| —>  clave son todas diferentes
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Le pedimos que anote algunas de las claves posibles que

empiecen con la vocal "a":

Lugar

1° 2° 3° 4° 5°

e Como se Ve, en el primer lugar de la clave puede estar
cualquiera de las cinco vocales. Una vez elegida una, ;cuantas
vocales pueden ocupar el segundo lugar de la clave, considerando
que no se pueden repetir las letras?

* Quedan solo cuatro letras posibles para ocupar el segundo
lugar una vez elegida la primera. Es decir, por cada una de las
cinco vocales posibles para ocupar el primer lugar se tienen cuatro
vocales posibles para ocupar el segundo de los lugares de la clave.

Existe asi: 5-4 = 20 formas distintas de completar los dos
primeros lugares de la clave.

e Para el tercer lugar, una vez que se ha elegido las vocales
correspondientes al primer y segundo lugar, ;cudntas posibles
letras quedan para ocupar dicho lugar (sin repetir letras en la
misma clave)?

e Como quedan 3 vocales posibles de elegir para ocupar el
tercer lugar de la clave, ;cuantas formas distintas de completar los
tres primeros lugares de la clave hay?

Se puede pensar para responder al interrogante en resolver
el calculo 543 = ........

* Una vez elegida la vocal que ocupa el tercer lugar, sélo
quedan dos para ocupar el cuarto.Y por Gltimo, para el quinto
lugar, quedara una sola vocal.

NOTAS
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NOTAS Lo anotamos asi:
.............................................. Lugar 1 > 30 2 o Total
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Posibilidades 5 4 3 2 1 120

Luego, multiplicamos los numeros que aparecen en las
casillas: 5-4-3-2-1=120.

.............................................. Respuesta: la cantidad de claves posibles es 120.
.............................................. Situacién 3
Le pedimos que resuelva esta situacion:

Cinco suboficiales, cuyos nombres son Martin, Natalia, Oscar,
Patricia y Luis, se postulan para trabajar en la vigilancia de un
predio. Para la custodia de dicho predio, se piden tres personas; es
decir que sélo hay 3 vacantes que no pueden ser ocupadas por una
misma persona: una para el turno mafana, otra para el turno
tarde y la otra en el turno noche. Se quiere averiguar de cuantas
.............................................. formas distintas se pueden ocupar los 3 puestos con estas cinco
........................................ personas.

Verifique su respuesta con lo que nosotros le proponemos:

Para analizar la respuesta a la situacion, se trabajara sélo
con la inicial del nombre de la persona (por ejemplo, M para
indicar Martin).

e Si decimos que el trabajo lo obtuvo la "terna" MNO,
significa que: M ocupara el cargo del turno manana, N ocupara el
de la tarde y O el de la noche.

.............................................. Por lo dicho no es lo mismo MNO que OMN.
.............................................. Dibujaremos una casilla para cada turno:

™ TT TN

La primer casilla correspondiente a la persona que ocupara
el puesto en el turno manana, ;por quién puede estar ocupada?

Como puede estar ocupada por cualquiera de los cinco
postulantes, ;cuantas posibilidades hay?
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Una vez completa la primer casilla, o sea elegida la persona NOTAS
que trabajara en el turno manana, nos quedan sélo cuatro para
ocupar la segunda casilla. Entonces, ;cuantas posibilidades hay, en ...
total, para ocupar los dos primeros turnos (o casillas)? ...
Finalmente, una vez elegidas las personas a ocupar las dos ...
primeras casillas o turnos, jcuantas posibilidades quedan para ...
ocupar el turno noche?

Para la tercera casilla quedan para elegir 3 personas
posibles.
;Puede escribir el calculo que resuelve esta situacidén?
Escribalo:

Complete con el numero de posibilidades para ocupar cada ...
turno y encuentre el numero total de posibilidades:

™ TT TN Total

Al resolver el cdlculo5-4-3=......... , Se obtiene la respuesta ...
de la situacion.

Repuesta: hay 60 formas diferentes de distribuir los puestos
vacantes.

ACTIVIDADES

1. Con los digitos 5, 6, 7y 9:
a) Digan cudntos numeros de 2 cifras distintas se pueden formar.

2. Un testigo de un robo de un banco dijo que el ntimero de la chapa del automévil de los ladrones comenzaba con
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ARZ, pero no recordd los ultimos 3 digitos aunque estaba totalmente sequro que éstos eran diferentes. ; Cudntos
nuimeros de chapas de autos se tendrian que investigar?

Tenga en cuenta:
;Se pueden repetir los digitos?

212

Situacién 4

Ahora cambiaremos las condiciones pedidas para el
problema del robo del banco.

a) Un testigo de un robo a un banco dijo que el numero de la
chapa del automévil de los ladrones comenzaba con ARZ, pero no
recordd los ultimos 3 digitos, que pueden repetirse ;Cuantos
numeros de chapas de autos se tendrian que investigar?

Lo que cambia en esta nueva situaciéon es que los digitos
pueden repetirse. ;Cudl es la cantidad de chapas a investigar, si los
digitos pueden repetirse?

Resuélvala a continuacién:

Posiblemente pensé:

e Sabemos que los digitos posibles son: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,
7,8y 9.

Ya que los digitos pueden repetirse, algunos de esos numeros
pueden ser los siguientes: 000, 001, 123, 132, 133, ..., 997, 998, 999.

Si dibujamos una casilla por lugar que ocupa cada cifra de la
chapa, tenemos:

Wi

Son diez elementos en total, para ubicar en las tres casillas.
La primera casilla puede estar ocupada por cualquiera de los diez
digitos. Al poder repetirse los digitos, ;para la segunda casilla
cuantos numeros son posibles de ubicar? .........

En la segunda casilla se pueden colocar cualquiera de los
digitos del 0 al 9. ;Y cuantos posibles digitos pueden ocupar la
tercer casilla?

Lo mismo que para las casillas anteriores ocurre para la
tercer casilla.
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Observe:
Lugar 1° 2° 3° Total
Posibilidades 10 10 10 1000
A/I T L\
Cualquier digito Cualquier digito
del 0 al 9. del 0 al 9.

Cualquier digito
del 0 al 9.

Luego, 10 - 10 - 10 = 1.000.

Respuesta: hay 1.000 nuimeros de chapas de autos que se
tendrian que investigar.

En el caso de la situacién 1 (de las tres letras de la patente),
se consideran 3 "casillas" que seran ocupadas con tres elementos y
en el caso de la situacién 2, tenemos 5 "casillas" que seran
ocupadas con cinco elementos (vocales), es decir que el numero de
elementos es igual al numero de casillas. Estas dos situaciones
corresponden a casos que en matematica se llaman
permutaciones.

Permutacion

Se produce una permutaciéon si un conjunto de elementos
cambia el orden entre todos ellos.

El numero de elementos coincide con el nimero de "casillas”
a considerar y nos interesa en qué orden se ubican.

Podemos anotar su férmula como sigue:
Pn=m-(m-1) ... -2 -1 (se lee: permutaciones de eme
elementos es igual al producto de eme, por eme menos uno, y asi

se continua disminuyendo en una unidad a los factores hasta
llegar a multiplicar por dos y por uno).

PENSAR

Para la situacién 1: permutaciones de 3 elementos y se
simboliza P;=3-2-1=6.

Para la situacioén 2: permutaciones de 5 elementos y se
simboliza Ps=5-4-3-2-1=120.

Observe que para calcular el nimero de permutaciones se
multiplican los factores correspondientes al nimero de elementos

NOTAS
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NOTAS

considerados por otros factores que disminuyen en una unidad
hasta llegar al factor uno. En la situacién 1 tenemos el producto:
3-2-1yenlasituaciéon2:5-4-3-2-1.

En la situacién 3, la de los 5 suboficiales, vemos que la
cantidad de elementos (personas) es mayor que la cantidad de
casillas o puestos a ocupar. Esta situacién corresponde a lo que en
matematica se llama variaciones. En este caso, variaciones de 5
elementos tomados de a 3 (son tres los suboficiales a elegir) y se
simboliza V (m,n), en este caso V (5,3) =5 -4 - 3 = 60.

Variaciones

Si tenemos un conjunto de "m" elementos y nos interesa el
orden en que van a ubicarse, pero el numero de elementos es
mayor que el numero de casillas (lugares) a ocupar -"n"-,
representa un caso de variacién. Se simboliza V (m, n) y se lee:
variaciones de m elementos tomados de a n. (note que m > n).

Los elementos no se repiten.

En la situacién 4 importa el orden en que estan los digitos.
Pero al poder repetirse los elementos es un caso diferente al de
varlaciones y de permutaciones. Igualmente, usamos el mismo

razonamiento de casillas para los tres casos presentados.

ACTIVIDADES

1. Resuelvan cada una de las siguientes situaciones indicando si se trata de una variacién o una permutacion:

a) Una empresa tiene que tomar cuatro empleados, cada uno de los cuales recibird un monto distinto de salario.
Si se presentan para cubrir dichos puestos 12 personas, ;de cudntas maneras distintas se pueden seleccionar

dichos empleados?

b) Juan tiene una tarjeta de débito para realizar extracciones del cajero automdtico. Tiene que ingresar un
cédigo formado por 4 nuimeros, pero lo oluidd y lo que recuerda es que en el mismo aparecen todos digitos
distintos y que los mismos son 2, 7, 8 y 6, pero no recuerda en qué orden estaban. ;Cudntos cédigos distintos

son posibles considerar?

214

Lea las siguientes situaciones:
Situacién 5

De cinco personas, se deben seleccionar tres para realizar un
curso. ;De cuantas formas distintas se pueden seleccionar?

Situacién 6

Mario va a una libreria y selecciona 6 libros del mismo precio
que le interesan. Como dispone de dinero solamente para comprar
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cuatro, ;de entre cuantos conjuntos distintos debe elegir los que NOTAS
comprara?
Reflexione...
e Para la situacién 5, ;interesa el orden en que son
seleccionadas las personas? ... .
Suponemos que las iniciales de los nombres de las cinco
personas propuestas son las siguientes: A (Alberto), B (Bruno), C ...
(Cecilia), D (Diego), E (Ernesto).
Una posible eleccién de tres personas para realizar el curso ...
seria: Alberto, Bruno y Cecilia. Pero si se expresa que Bruno, ...
Alberto y Cecilia realizaran el curso, jse trata de otra posibilidad ...
de seleccién o es la misma expresada de otra forma?

Si expresamos la eleccién a través de las iniciales de los
nombres de las personas se tiene que A, By C realizardn el curso. ...
Es la misma eleccién de tres personas si se expresa que A, C,Bo B, ...
C,Ao0C A, By asisigulendo, realizaran el curso.

;Se pueden repetir los elementos?

ACTIVIDADES

1. Resuelva las situaciones 5 y 6, anotando todos los pasos que necesite.
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NOTAS

Seguramente habra observado que, en ambos casos, el orden
de los elementos no interesa. Situaciones con estas caracteristicas
son ejemplos de combinaciones. En la primer situacién se tiene
una combinacién de 5 elementos (personas) tomadas de a 3 (se
seleccionan tres para hacer el curso) y se simboliza C (5,3).

En el caso de la segunda situacién se tiene una combinacién
de 6 elementos (libros) tomados de a 4 (son los cuatro que hay que
seleccionar para la compra) y se simboliza C (6, 4).

Combinaciones

Si la cantidad de elementos de un conjunto es mayor que la
cantidad de lugares que se van a ocupar y no nos interesa el
orden en que van a ubicarse, estamos en presencia de una
combinacion.

Ademas, los elementos no se repiten.

Para poder responder a las preguntas formuladas en las
situaciones anteriores, y sabiendo que son casos de
combinaciones, le damos la siguiente férmula para obtener el
numero de posibilidades de una forma mas agil y practica:

o & | m: numero total de
Variaciones (m, n) elementos

Combinaciones (m,n) =

Permutaciones (n) n: ntmero de lugares

Los pasos para resolver estas situaciones son:

1°) Se calculan la variaciones de los m elementos tomados
de an.

2°) Se calculan las permutaciones de los lugares que se
ocuparan: n lugares.

3°) Se realiza el cociente como indica la férmula de
combinaciones.

e Para la situacién 5, de 5 personas debemos elegir 3.
Hacemos m =5n = 3.

Complete y resuelva:

o Variaciones (5,3)
Combinaciones (5,3) = = =
Permutaciones (3)

Respuesta: las personas se podrdn seleccionar de
10 formas diferentes.



Relaciones y funciones. Nociones de probabilidad y estadistica

* En la situacién 6, de 6 libros debemos elegir 4. Por lo que

m=6yn=4

Complete y resuelva:

Combinaciones (6,4) =

Respuesta: habra que seleccionar de entre
conjuntos distintos.

ACTIVIDADES

Variaciones (........ )

Permutaciones (........ )

Resuelvan cada una de las siguientes situaciones indicando si se trata de variaciones, combinaciones o
permutaciones de elementos. Para resolver cada una de ellas pueden emplear una representacién grdfica, la
formula o cualquier otro procedimiento.

1. Un grupo de amigos se retinen y van a almorzar. Cuando llega el momento de pedir el postre el mozo les dice
que la copa helada consta de dos "bochas"” de helado de dos sabores distintos y que los sabores que ofrece el lugar
son frutilla, vainilla, chocolate y dulce de leche. ;Cudntos postres de dos sabores distintos podrian elegir?

2. La comisién de un club estd integrada por 15 personas. De esas personas se quieren seleccionar tres para
formar una subcomisién encargada de los asuntos econdmicos del club. ;De cudntas maneras se puede realizar la

seleccion?

3. La comisidn de un club estd integrada por 8 personas. De esas personas se quieren seleccionar tres para elegir
presidente, vicepresidente y tesorero del club. ;De cudntas maneras se puede realizar la seleccion?

Observe el siguiente cuadro que sintetiza los recuentos de
casos vistos anteriormente (permutaciones, variaciones y

combinaciones).

Combinatoria

Recuento de casos en los que NO se repiten los elementos

st {L

si

Y

Interesa el orden

NO interesa el orden

/ Puede tratarse de \

Se trata*

Permutaciones

Variaciones

Combinaciones

si*

sf*

sf*

Hay el mismo
numero de elementos

Hay mayor ntimero
de elementos que de

Hay mayor numero
de elementos que de

que de casillas. casillas. casillas.
Se aplica + Se aplica + Se aplica *
V (m,n
Pn=m:(m-1)- .- 1 V (m, n) C (m,n) =¥

Py

NOTAS
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NOTAS

EXPERIMENTOS ALEATORIOS. ESPACIO MUESTRAL. SUCESOS
Situacién 1

Si soltamos un objeto en el aire sabemos de antemano que
caera.

Situacién 2
Si lanzamos una moneda por el aire sabemos que al llegar al
suelo saldra cara o seca, pero no podemos anticipar con seguridad

cuél sera el resultado.

e En la situacion 1, el experimento es determinista, a
diferencia de la situacién 2 en la que el experimento es aleatorio.

PENSAR

Un experimento cuyo resultado no se puede anticipar antes de ser
realizado se llama experimento aleatorio.

Un experimento cuyo resultado es previamente conocido se llama
experimento determinista.

Situacién 3

Si arrojamos un dado de seis caras, no podemos anticipar
cémo caerd o bien qué cara del dado quedara arriba, pero sabemos
que los resultados posibles son cara 1, cara 2, cara 3, cara 4, cara 5,
cara 6. Al conjunto formado por todos los resultados posibles de
obtener, al tirar un dado, se lo llama espacio muestral de dicha
experiencia.

Se llama espacio muestral al conjunto de todos los resultados
posibles de un experimento aleatorio.

Situacién 4

Veamos algunos ejemplos. Para ello complete la siguiente
tabla:

Experimento aleatorio Espacio muestral
(resultados posibles)

Arrojar una moneda {cara, ... }

Sexo de un recién nacido {femenino, masculino}

Resultado de un

partido de fitbol {ganar, perder, ...........ccccocoiinnnn. }
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Sacar una carta de un
mazo de cartas de truco {o R ,basto, ... }
y observar el palo.

Situacién 5

Silanzamos un dado de seis caras numeradas desde el 1
hasta el 6, sabemos que el espacio muestral es {1, 2, 3, 4, 5, 6}. En
ese espacio muestral puede ocurrir:

* Que la cara que se obtiene tenga el numero 2; (cara 2).

* Que la cara que se obtiene tenga un numero primo.
(pueden ser las caras 2, 3, 5).

* Que la cara que se obtiene tenga un numero par (Pueden
ser las caras 2, 4, 6).

* Que la cara que se obtiene tenga el numero 3 (cara 3).

Cada uno de estos ejemplos se denominan sucesos. A cada
uno de ellos se le puede calcular la probabilidad de que ocurran.

Estos sucesos no son otra cosa que partes o subconjuntos del

espacio muestral.

Por ejemplo, si se arroja una moneda el espacio muestral es:

{cara, seca}. Que al arrojar la moneda en dicho espacio muestral
caiga "cara", es un suceso.

Un suceso es un subconjunto de los resultados posibles, es
decir, del espacio muestral.

Cada uno de los resultados del suceso es un caso favorable.

Si retoma el ejemplo de un dado de seis caras, otros sucesos
que se pueden considerar son los siguientes:

Suceso Casos favorables
A: Obtener un nuimero menor que 7 1,2,3,4,506
B: Obtener el 3 3
C: Obtener un namero impar | ... R 0. vrn,
D: Obtener el 10 Ninguno

NOTAS
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ACTIVIDADES

1. De acuerdo a lo visto en el cuadro anterior, podemos identificar a dos sucesos especiales:
a) Suceso Seguro: los casos favorables coinciden con todos los resultados posibles. Es el caso del suceso A.

b) Suceso Imposible: Ningtn caso es favorable a dicho suceso. Es el caso del suceso D.

NOTAS Probabilidad de un suceso

.......................................... LEER

............................................ El Chevalier de Meré estaba interesado en los juegos de azar en
.............................................. el siglo XXVII. Este interés lo llevé a consultar a Blas Pascal para
.............................................. asegurarse de que sus calculos no estaban errados. Este trabajo
............................................ conectd a Pascal y Fermat, quienes desarrollaron la teoria de las
.............................................. probabilidades.

............................................ La teoria de la probabilidad utiliza leyes de azar que se usan
.............................................. para predecir resultados de experimentos.

.............................................. Situacién 1

............................................ En un cajén colocamos veinte bolillas blancas. Si sacamos
.............................................. dos, es seguro que seran blancas.
............................................ Situacién 2

.............................................. Si ademas de las 20 blancas, colocamos 2 negras, al sacar
............................................ dos al azar es muy probable que ambas sean blancas, es poco
.............................................. probable que una sea blanca y otra negra; y muy poco probable
.............................................. que las dos sean negras.

.............................................. Con el céalculo de probabilidades podemos descubrir el
.............................................. comportamiento de los sucesos aleatorios, atribuyéndoles una
............................................ medida que se llama probabilidad.
.............................................. Situacién 3

.............................................. Analicemos algunos sucesos en el lanzamiento de un dado
.............................................. de seis caras perfectamente equilibrado (legal). Complete la
............................................ siguiente tabla:
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Suceso Casos favorables JCudntos casos son favorables?

A: Obtener un nimero menor que 7 1,2,3,4,506

B: Obtener el 3

C: Obtener un numero impar

D: Obtener el 10

La probabilidad de que ocurra el suceso
A, se anota en simbolos: P(A).

ACTIVIDADES

1. Responda:
a) ¢Cudl es la probabilidad de que ocurra el suceso A? ............cccccceeeiis
b) ;Y la del suceso D? .......c.ccoccvevereinnn,

Posiblemente habrd contestado que la probabilidad de que ocurra A es 100%, ya que se trata de un suceso
sequro: P(A)=100%.

También podemos decir que tenemos 6 resultados o casos favorables, sobre un total de 6 resultados (o casos)
posibles:

PA)= 2 =1

La probabilidad de un suceso se puede expresar numeéricamente a través de un nuimero racional que es cociente
entre el numero de casos favorables y el nuimero de casos posibles, expresado en forma fraccionaria o decimal, o
bien en forma de un porcentaje que se obtiene al multiplicar por 100 el niimero racional expresado en forma
decimal obtenido en el cociente indicado.

La probabilidad de un suceso seguro es 1(o 100%).  P(suceso seguro) = 1 = 100%

*Y la probabilidad de que ocurra D, es 0%, por tratarse de un suceso imposible: P(D) = 0%.

Decimos que tenemos O resultados favorables, sobre un total de 6 resultados posibles:

PD) =2 =0

La probabilidad de un suceso imposible es 0 (0 0%).  P(suceso imposible) = 0 = 0%
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2. Complete:
* Si queremos averiguar la probabilidad de que ocurra el suceso C "obtener un niimero impar", scudntos

resultados favorables tenemos? Es decir, considerando el espacio muestral de la experiencia, ;cudntos numeros
son impares?

Entonces se anota:

_ __Numero de resultados o casos favorables 3 o
P(C) = Nuimero de resultados o casos posibles =6 =0:5=50%
e Por ultimo, para la probabilidad de que ocurra el suceso B, tenemos ............... resultados o casos favorables
sobre un total de ............... resultados o casos posibles. Anotamos entonces:
NOTAS Los sucesos B y C se denominan sucesos probables. Este es

el nombre que se le da a un suceso si no es imposible ni seguro.
.............................................. Podemos decir, entonces, que la probabilidad siempre es un
.............................................. numero que indica la posibilidad de que ocurra un fenémeno o
............................................ suceso.
.............................................. La probabilidad es un nimero con las siguientes
............................................ caracteristicas:
.............................................. e esta comprendido entre O y 1; 0 en porcentaje entre el 0% y
............................................ el 100%,
.............................................. e tomara el valor 0 o 0% si se trata de un suceso imposible y
.............................................. e tomara el valor 1 0 100% si se trata de un suceso seguro.

............................................ Es por ello que se puede escribir:

.............................................. 0<PA)<1 o 0% < P(A) < 100%
.............................................. Se lee: la probabilidad de un suceso A es mayor o igual a
.............................................. cero y menor o igual a uno, o bien la probabilidad de un suceso A
............................................ es mayor o igual al 0% y menor o igual al 100%.
.............................................. Debemos aclarar nuevamente que la probabilidad de un
............................................ suceso puede ser expresada mediante un nimero racional
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expresado en forma fraccionaria o en forma decimal o en términos ~ NOTAS
de porcentaje (multiplicando por 100 el nimero racional
expresado en forma decimal obtenido).
Por ejemplo: para indicar que la probabilidad de que al tirar ...
un dado legal salga la cara nimero 3 esigual a g (Un Ccaso
favorable en seis posibles) o bien dicha probabilidad es igual a 0,16 ...
. Si a este numero lo multiplica por 100 obtiene la probabilidad ...
expresada en porcentaje: 16,6% = 17% (aproximadamente igual al ...
17 %). Este resultado obtenido indica que hay aproximadamente ...
un 17% de probabilidad de arrojar un dado legal y que salgala ...
cara con el nimero tres.

PENSAR L

La probabilidad de que ocurra un suceso A estd dada por el
cociente entre el niimero de casos o resultados favorables y el de .
resultados o casos posibles:

Numero de casos favorables
Nuimero de casos posibles

P(A) =

ACTIVIDADES

1. Se lanza una moneda al aire. ;Cudl es la probabilidad de obtener cara?

2. Ante el experimento: extraer una carta de la baraja espatiola (considerar las cartas de truco).

a) sCudl es la cantidad de elementos del espacio muestral de dicho eXperimentos ............ccccoceeceviecirinieenicenen.
b) Para el suceso A: obtener rey, scudl es la cantidad de casos favorables del SUCESO A? ...........ccccovoiiiiiiciriiann,

¢) Cudl es la probabilidad de que al sacar una carta del Mmazo, éSta SEA TEY? ..........ccccevvveiririiciriiieiiieeeeee

3. Ante el experimento: lanzar dos monedas, una de $0,25 y la otra de $0,50; y obseruvar cémo caen.

a) ;Cudl es el espacio muestral de diCho eXPETIMENTO? ...........ccoiiiiiiiiiiieieiiie e

b) Hallar los casos favorables de los siguientes sucesos:

Suceso Casos favorables

A: obtener dos caras

B: obtener dos secas

C: obtener una cara y una seca.
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¢) ¢Cudl es la probabilidad del SUCESO A? .........cvciiiiiiiiiieieiitee e

d) sCudl es la probabilidad del SUCESO C2 .........covoiiiiiiiiiiiiiiie e

Situacién 4 (probabilidad y combinatoria)

Analicemos el siguiente experimento: extraer dos cartas de
la baraja espafiola. (Considerar las cartas de truco) y obtener dos
oros el suceso C.

Para encontrar el nimero de resultados o casos posibles:

Hay que pensar en todas las formas posibles de seleccionar
dos cartas entre las cuarenta del mazo. Estamos en presencia de
una combinaciéon de 40 elementos tomados de a 2, ya que no
importa el orden en las extracciones. Aplicamos la férmula
correspondiente:

) ) Variaciones (40, 2) 40-39 780 casos
Combinaciones (40’2) = Permutaciones (2) - 2-1 - pOSibleS

Para encontrar el nimero de resultados o casos
favorables a C:

Hay que pensar en cuantas son las formas posibles de
seleccionar dos cartas entre las diez que son de oro. Nuevamente
no importa el orden, por lo que representa una combinacién de 10
elementos tomados de a 2:

Variaciones (10, 2) 10-9 45 casos

Combinaciones (10,2) = Permutaciones (2) 2.1 favorables

Sinos preguntamos cual es la probabilidad de que al extraer
al azar dos cartas ambas sean de oro, hacemos:

_ _Casos favorables 45 Lo
P(C) = Casos posibles ~ 780 = 0,06 = 6%

Es decir, hay un 6% de probabilidad de que al extraer al azar
dos cartas de un mazo de la baraja espanola, ambas sean de oro.

ACTIVIDADES

1. En el experimento anterior, si analizan el suceso R: obtener el as de espada y el rey de espadas.
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a) ;Cudl es la cantidad de casos posibles? ...........cccocovciiiiiiiiiiiiiiiieiee
b) sCudl es la cantidad de casos favorables al SUceso R? ............ccccocvvcviieiaiannen.
) sCudl es la probabilidad de R? ...........ccccooiiiiiiiiiii e

Efectivamente, habrdn pensado que existe un solo caso favorable entre los 780 posibles.

ESTADISTICA NOTAS

La estadistica es una rama de la matematica que se ocupa
de recopilar datos (censos, encuestas, etc.), de organizarlos para
una mejor comprensiéon y de analizarlos con un determinado
objetivo.

Todas las ciencias la aplican (economia, ciencias sociales,
medicina, etc.) ya que facilita el estudio de hechos morales,
sociales o fisicos del mundo y de la sociedad. De alli la
importancia de su estudio.

El conocimiento de algunas nociones estadisticas le
permitira organizar y comprender los datos que usted utiliza a
diario en su actividad laboral y doméstica.

INTERPRETACION DE TABLAS. VARIABLES.
FRECUENCIA ABSOLUTA

Situacidon 1

Observemos la siguiente tabla (con su grafico
correspondiente) que forma parte de informacién brindada por la
provincia de La Pampa:

ESTADISTICA DE ACCIDENTES DE TRANSITO

5 o , Policiales D3 Meses Frecuencia
epartamento. lperac1ones oliciales D- (N° de accidentes)
Jefatura de Policia
ENERO - DICIEMBRE DEL ANO 2002 Enero 75
Febrero 95
Marzo 50
Cantidad de soodentes de fransing - 202 Abril 56
e Mayo 71
50 -
£l Junio 51
:t — N
20 Julio 83
1) =l
0 m Agosto 50
= : Setiembre | 40
= Octubre 48
; Noviembre | 67
BB 3 E S E 2 B P B B OB —
g 5% 32 5§ 8 B Diciembre | 75
T 4§ & % 3
g~ 2 2 Totales 761
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NOTAS

EDAD N° de pacientes
40 12
41 37
42 75
43 87
44 40
45 22
46 6
47
48
49

total 280
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En ella observamos que los datos (nimero de accidentes)
estan organizados teniendo en cuenta la variable meses.

e Si tomamos al nimero 71, resaltado en la tabla, podemos
interpretar: "en mayo ocurrieron 71 accidentes de transito".

e En la columna frecuencia estd indicado el nimero de
accidentes ocurridos en cada mes.

e Se dice que en la tabla se muestra una distribucién de
frecuencias de accidentes de transito organizada en meses.

e La mayor frecuencia esta dada en el mes de febrero (95
accidentes). Quiere decir que febrero es el mes en el que se
registraron mayor numero de accidentes. También se observa en el
grafico que la barra correspondiente a este mes es la mas alta.

e La suma de todas las frecuencias da el total de accidentes
en el ano (761 accidentes).

e Se pueden hacer lecturas como esta: 48 de un total de 761
accidentes ocurrieron en octubre.

En las interpretaciones hechas de la situacién 1y en la tabla
correspondiente aparece el término frecuencia. La definimos
como:

Frecuencia absoluta, o simplemente frecuencia, es el ntimero de
veces que aparece cada valor de una variable, es decir, el ntimero de
veces que aparece en el conjunto de datos un mismo valor de la
variable.

Situacién 2

La siguiente es una distribucién de edades de pacientes
(entre 40 y hasta 49 afios) internados en un hospital:

Pacientes enfre 40 v 49 afios

oantidad

&
L] L] L)) L] L] [T e (L] e i1
a2 = A a2 = = = = ! cH
= W O® WM o= OB R OCE TG
o] — s i -t L ] I - ]
] T ol ] oy T T T W T
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Se observa que los datos estdn organizados teniendo en NOTAS
cuenta la variable edad.
e Si tomamos al numero 87, resaltado en la tabla, podemos ...
interpretar: hay 87 pacientes internados con una edad de 43 afios. ...
* No hay pacientes de 48 y 49 afios, ya que su fIreCuencia €s  .........ocooooooiiiiiiiiiii,
cero (0).
* Si elegimos un paciente al azar, la probabilidad de que éste ...
tenga 45 anos es el cociente entre 22 y 280, es decir, % =0,08=8%.
e ;Qué indica el numero 75 que se encuentra a la derechade ...
laedad 42 afios?
e ;Cual es la frecuencia, en los pacientes internados en un ...
hospital, de la edad 46 afios?
Hemos visto en los ejemplos anteriores, tablas de datos con ...
sus graficos respectivos. En las interpretaciones de las mismas se ...
hace referencia a variables. En una de las situaciones analizadas la ...
variable es meses y en la otra la variable es edad.
e Los valores que toma la variable edad son: 40,41, 42,43 ...
4.
e Los valores que toma la variable meses son: enero, febrero, ...
marzo, ..., diciembre.
Es decir, en uno de los ejemplos la variable asume valores ...
numéricos y en el otro no numeéricos.
Siempre que la variable tome valores numeéricos se llama ...
variable cuantitativa o numérica. Ejemplos: coeficiente de
inteligencia, edad, numero de alumnos por curso, talla, peso,
ingreso medio mensual, etc.
En los casos en los que la variable se expresa mediante una ...
cualidad no numérica o caracteristica recibe el nombre de variable ...
cualitativa o categbrica.

Ejemplos de este tipo de variables son: estado civil, sexo,
preferencia en comidas, nivel de escolaridad.

ACTIVIDADES

1. Responder
a) ;Qué tipo de variable es la utilizada en la SItUACION 17 ...oooooviiiiiiiiiiiii i

b) ;Qué tipo de variable es la utilizada en la SIEUACION 27 ......ccoooviviiiiiiiiiiiiieieee
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2. Identificar los tipos de variables en los siguientes ejemplos:

a) color de camisa ...........cccccooo.....

b) numero de integrantes del grupo familiar ...........ccccooiviiiiiiiiiiiiiii

¢) cantidad de llamadas diarias

d) deporte preferido .....................

e) programa de teleuision que Se PTefiere ..........cccoviviiviiiiiiiiiaiiieeeeee

Frecuencia relativa y porcentual
Situacién 3

Si observamos detenidamente la situacién 1y nos
preguntamos:

¢ ;Qué parte del total de accidentes del afio 2002
corresponde al mes de marzo? O bien, ;cual es el porcentaje de
accidentes ocurridos en mayo?

Seguramente no podriamos obtener esa informacién de la
tabla tal cual esta hecha. Es necesario la realizacién de algunos
célculos para encontrar lo que se llama frecuencia relativa y
posteriormente la frecuencia porcentual, a partir de las cuales
podremos responder el tipo de preguntas como las formuladas
anteriormente.

Para completar la columna de frecuencia relativa debe
preguntarse para cada mes, ;qué parte del total de accidentes
(761) corresponde al mes de enero?, ;qué parte al mes de febrero?,
y asi mes a mes. Para responder estas preguntas posiblemente
pensé que 75 de los 761 accidentes ocurrieron en el mes de enero
y el cociente 75 : 761 o % es la frecuencia relativa

En general suele expresarse en forma decimal, en este

75 _

Caso zgr = 0,10.

Si a la frecuencia relativa la multiplica por 100 obtendra la
frecuencia porcentual, que indica cuantos de cada 100 accidentes
ocurrieron en el mes de enero.
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/ Redondeado a dos decimales.

Meses Frecuencia | Frecuencia relativa | Frecuencia porcentual
Enero 75 75 _ 010 10% & Si multiplicamos:
761 = Y 0,10 - 100% = 10%
Febrero 95 <5 = 0,12 12%
50 o
Marzo 50 =61 = 0,07 7% >
porcentaje =
Abril 56 =2 = 0,07 7%
El simbolo % se lee "por ciento", El
Mayo 71 % = 0,09 9% 10% que aparece en la primer fila de
la tabla se interpreta como: "10
Junio 51 % = 0,07 7% accidentes de transito de cada 100
ocurrieron en enero". Se puede
Julio 83 220,11 11% escribir:
50 9 =10 _
Agosto 50 g1 = 0,07 7% 10% = 55 = 0,10
. 40 0
Setiembre 40 61 = 0,05 5%
Octubre 48 2= = 0,06 6% NOTAS
. 67 9
Noviembre 67 =e1 = 0,09 9% |
Diciembre 75 % =0,10 10% |
Totales 761 7221 100% |

Recuerde que la frecuencia relativa indica qué parte 0
fraccién del total representa cada valor de la variable. Asi, la
frecuencia relativa de marzo es % ,0bien sidividimos 50 y 761
se obtiene la expresién en forma decimal: 0,07. Ademaés, ese valor ...
nos indica las probabilidades correspondientes a cada valordela ...
variable.

La frecuencia relativa es la parte del total que representa cada ...
valor de la variable.

Es el cociente de la frecuencia absoluta sobre el total de datos
analizados.

ACTIVIDADES

1. Verifique con la calculadora cada uno de los resultados obtenidos en la frecuencia relativa.

a) sCudl es la probabilidad de elegir al azar un accidente que haya ocurrido en marzo?
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b)  ;Cudl es la probabilidad de elegir al azar un accidente que haya ocurrido en mayo?

Como antes se indic¢, si se multiplica la frecuencia relativa
por 100 se obtiene la frecuencia porcentual. En el caso de mayo es:
0,09 x 100% = 9%, nos indica el porcentaje de accidentes ocurridos
en mayo, respecto del total anual.

Se llama frecuencia porcentual al porcentaje que representa
cada valor de la variable.

Se obtiene multiplicando la frecuencia relativa por 100.
Asi, interpretamos que el 11% de los accidentes del anio 2002,

ocurrieron en julio.

ACTIVIDADES

1. Completen la tabla siguiente con las frecuencias que faltan:

(Nota: en la frecuencia relativa deben trabajar en forma aproximada "redondeando” a dos decimales)

se divide por el ntimero

total de paciente/\ /—\fmultiplica por 100

EDAD |N° de pacientes | Frecuencia relativa | Frecuencia porcentual
40 12 2= 0,04 4%
41 37
42 75
43 87
44 40
45 22
46 6
47 1
48 0 0%
49 0 0%

Total 280 100%
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T
AT ano: 48 afios

Alan o

4%

b

a cada edad.

'-a._qﬁ:'?el: 2
R

e ’15'“'” Lg frecuencia porcen,tual nos permite, por
ejemplo, hacer un grdfico circular o de torta.
En él se representa, mediante sectores
circulares, la parte del total que corresponde

2. A partir de los porcentajes obtenidos en la tabla anterior, extraigan algunas conclusiones. Pueden resultarle

de ayuda los andlisis anteriores.

Promedio NOTAS

Hasta ahora hemos trabajado con distintas variables ...
(cualitativas, cuantitativas). Hemos observado los valores que ...
pueden tomar esas variables y las frecuencias con que lo hacen; ...
ademas hemos podido establecer la relaciéon de una variableconla  .........................
totalidad de los datos. De todos modos, cuando tenemos una serie ...
extensa de datos numeéricos, generalmente nos interesa hallarun ...
valor Ginico que represente a todo el conjunto de datos. Ese valor ...
seria un valor intermedio; esto es, ni el mayor de ellos ni el menor. ...
Entre todos los posibles el mas utilizado es el promedio.

Situacion4
Los siguientes numeros representan el numero de personas  .........................
que realizan una denuncia a lo largo de 15 dias en un comisaria: ...

2312612512620 (2524 (2629 (25(24 (2320 (25(29 . ...

Si queremos calcular el numero promedio de personas que ...
realizan denuncias por dia, debemos sumar todos los nimeros ...
anotados anteriormente y luego dividir por el total de dias ...
considerados:

Hacemos:

23+26+25+26+20+25+24+26+29+25+24+23+20+25+29 374

15 =5 =24,933...
Ya que no puede haber 24,933... personas, redondeamos al ...

entero mas préximo: 25.
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Se puede decir que, en promedio, 25 personas por dia
realizaron una denuncia en esa comisaria.

PENSAR

Dado un conjunto de datos numeéricos, su promedio es el
cociente entre la suma de todos los datos y el numero total de
datos sumados

Se simboliza : x .

ACTIVIDADES

1. En una semana un moévil ha gastado 245 litros de combustible.

Dom Lun Mar Mié  Jue Vie Sab
25 31 45 42 37 35 30

A partir de estos datos, responda:
a) ;Cudl es el promedio de consumo de combustible diario?

b) ;Para qué le puede servir el calculo del promedio al responsable del mévil?

Moda
.............................................. Otro valor que podemos elegir como representante de una
.............................................. serie de datos es la moda.
.............................................. La moda de un conjunto de datos es el valor que aparece mas
.............................................. veces, es decir el valor de mayor frecuencia.
.............................................. Nota:
.............................................. si todos los valores tienen igual frecuencia, entonces la
.............................................. moda no existe.
.............................................. Si mas de un valor tiene la mayor frecuencia, entonces habra
.............................................. mas de una moda.
.............................................. ¢ En la situacién 2, en la que se muestra la distribucién de las
.............................................. edades de los pacientes, la moda es 43 anos, porque el valor de la
.............................................. variable edad igual a 43 afios presenta la mayor frecuencia (87).
.............................................. A partir de esto, se puede decir que lo més comun es que los
.............................................. pacientes internados en ese hospital tengan 43 anos.
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ACTIVIDADES

1. Responda: ;Cudl es la moda en la situacion 4?

2. Se realiza una encuesta a los empleados de un establecimiento para saber el nimero de hijos que tienen. Se
obtiene la siguiente tabla y grdfico:

Cantidad de hijos Frecuencia
0 2
1
&
2 16 <
3 11 WE
4
5 1 h ] ]
cantidad de hijos
Total de encuestados

a) Completar la tabla teniendo en cuenta la representacion grdfica.

b) sCémo interpreta al nimero 7 que aparece en la columna de "frecuencia"? ...................

0 sCudl esla modas ..........ccccocvevainnn. GPOT QUE? oo
d) ;Cémo identifica la moda en el grdfico? ................

e) ;Cudl es la probabilidad de elegir un empleado al azar que tenga 3 hijos?

f) ¢Cudl es la probabilidad de elegir un empleado al azar que tenga 3 o mds hijos?

3. El grdfico que se muestra a continuacion representa la cantidad de empleados de la Empresa GANC en los
arios 1999, 2000 y 2001, segun su sexo.

Este es un grdfico de "barras comparativas”, ya que pueden compararse las partes (sexo) para cada afio.
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Erngleados de ba Frnpres s GANT

Caniided

—
"~ i e

T EEuET

a) Teniendo en cuenta la informacién mostrada, le pedimos que complete la siguiente tabla:

Sexo
ANO Hombre Mujer Total
1999
2000
2001

b) Escribir cuatro interpretaciones que sean de utilidad (puede hacerlas a partir del grdfico o de la tabla).
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;Qué esperamos que usted logre cuando termine este eje?
Al final de este eje esperamos que usted pueda:

e Comprender y saber resolver problemas, seleccionando el
tipo de razonamiento, interpretando los resultados y justificando
los procedimientos empleados.

e Identificar, describir e interpretar los conocimientos
geomeétricos referidos a figuras planas y tridimensionales y a sus
propiedades.

e Interpretar y usar nociones relacionadas con las medidas y
los procedimientos de medicién de cantidades de longitud,
amplitud, capacidad, peso, superficie y volumen.

;Qué vamos a estudiar?

Algunos de los contenidos més importantes que vamos a
estudiar son:

Sistema de referencias cartesianas en el plano. Coordenadas.
Ordenada al origen y pendiente. Elementos de simetria. Angulos y
poligonos. Propiedades. Figuras semejantes. Cuerpos poliedros y
redondos. Clasificaciones. Medicién. Capacidad y peso de cuerpos
con formas geomeétricas. Unidades para medir cantidades de
capacidad y peso.

NOCIONES GEOMETRICAS
CANTIDADES DE SUPERFICIE

Uno de los principales conceptos que se asocian con la
superficie es el de area. ;Hay alguna diferencia entre area y
superficie? Ciertamente que si. No es lo mismo la cantidad de
superficie de una figura que el area de dicha figura. Pero existe
una relacién entre ellas.

Al leer el diario es posible encontrar avisos clasificados de
venta de casas o terrenos como los siguientes: "cerca plaza
departamental, casa 3 dormitorios, living comedor, cocina
comedor, terreno 200 m=, $38.500"; "San Martin, lote escriturado,
580 m=, $9.500 total". En estos enunciados aparecen expresiones
como "200 m="y "580 m=" que indican las cantidades de superficie
de terrenos que estan a la venta. Aparecen en ellas los nimeros
200"y "580" que son las medidas de la cantidad de superficie de
cada uno de ellos o bien el area de cada uno de dichos terrenos.
Junto a dichos numeros aparece "m=" (metro cuadrado) que es la
unidad para medir superficie considerada.

El 4rea de una figura es un numero que indica la medida de
la cantidad de superficie de dicha figura.

Nociones geométricas
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La medida de una cantidad de superficie, o su area, depende
de la unidad que se utilice para medir la superficie considerada.
Asi por ejemplo, si a usted le informan que un terreno mide 400
m= tendra que interpretar que 400 es la medida o el area del
terreno y m= es la unidad que se ha empleado para medir la
superficie del terreno.

Cantidad de superficie

v
400 m=
Area 0 medida de la Unidad para
cantidad de superficie medir superficie

ACTIVIDADES

¢Qué es medir una cantidad de superficie?
Para responder a este interrogante lea detenidamente las siguientes situaciones:
Situacién 1

1. Considere el siguiente cuadriculado y en él dos figuras:

@) s QUE forma tienen diChAS fIGUTAS? ......c.ooviiiiiiiii ittt
En realidad, dichas figuras representan dos poligonos, ambos de cuatro lados. Es decir que son cuadrildteros:
uno es un cuadrado (cuadrildtero con lados y dngulos congruentes) y el otro es un rectdngulo (cuadrildtero con

cuatro dngulos congruentes).

2. Mida la cantidad de superficie de los cuadrildteros, considerando como unidad para medir el siguiente
cuadrado, al que llamaremos "cuadrado unidad".
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Para medir las cantidades de superficie del cuadrado representado imagine muchos de esos "cuadrados unidad"
y responda:
a) sCudntos "cuadrados unidad" son necesarios para cubrir la superficie del cuadrado representado?
El ntimero que obtuvo es la medida de la cantidad de superficie del cuadrado representado o bien su drea.
b) sCudnto mide la superficie del rectdngulo usando el "cuadrado unidad" como unidad para medir?

El drea de cada uno de los cuadrildteros es 4 y 8, respectivamente, e indica el ntimero de unidades (cuadrados
unidad) que son necesarias para cubrir la superficie de ambos.

Situacién 2

1. Juan tiene que alfombrar una habitacion de forma rectangular. Sus medidas son:

4m

Juan recuerda una férmula con la que podia calcular la cantidad de superficie de figuras como la de la
situacion. La férmula es:
|b|x|h|xu=

Donde | b| es la medida de la cantidad de longitud de la base, | h| es la medida de la cantidad de longitud de la
altura y u= es la unidad para medir la superficie considerada.

a) Finalmente, Juan reemplaza en la férmula dichas medidas y obtiene la cantidad de superficie. ;Cudl es la
cantidad de superficie encontrada por Juan?

El drea de la habitacién o lo que es lo mismo, la medida de la cantidad de superficie, indica el nuimero de
metros cuadrados (m=) de alfombra que necesita comprar.

b) ;Qué significado tiene que la cantidad de superficie de la habitacion sea de 12 m=?

2. Como habrd observado, es posible calcular la superficie de las figuras haciendo uso de una unidad no
convencional elegida previamente, como ocurre en la situacién 1, o con una unidad convencional y a través del
empleo de una formula, como sucede en la situacion 2. Sin embargo, es oportuno preguntar:
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a) sQué pasaria con las medidas de las cantidades de superficie de los cuadrildteros de la situacién 1, si otras
personas los midieran y no utilizaran la misma unidad con la que se trabajé?

¢) ;Cémo haria usted para calcular el drea del cuadrado de la situacién 1 sin tener que contar uno por uno los
cuadraditos que usoé para cubrir al cuadrado?

Posiblemente pensé en aplicar una férmula como hizo Juan en la situacion 2, que por tratarse de un cuadrado
es: |1]-1]-u= (|1] es la medida de la cantidad de longitud del lado del cuadrado).

Para calcular cantidades de superficie de figuras con formas conocidas (formas cuadradas, rectangulares,
triangulares, circulares, pentagonales) es mucho mds prdctico utilizar formulas que existen para tal efecto y
una unidad convencional.

A propésito de unidad convencional...

En nuestro pais, la unidad para medir cantidades de superficie es el metro cuadrado. Decimos que es
convencional porque ha sido adoptada o acordada para ser usada en toda situacion en la que se tenga que
medir una cantidad de superficie.

El metro cuadrado se puede materializar a través de un cuadrado de un metro de lado.

3. Construya un metro cuadrado en papel de diario o bien imagine dicho cuadrado de un metro de lado y
responda:

a) sCudntos de dichos cuadrados, es decir, cudntos metros cuadrados (m2) necesita para cubrir la superficie de
la mesa de su casa?

Al responder a las preguntas planteadas esta dando el drea aproximada de la superficie de la mesa y del piso
de la habitacion.

Usted habra escuchado que para medir cantidades de
superficie se suelen utilizar otras unidades, como el centimetro
cuadrado, la hectarea.

;Cuando se utilizan otras unidades para medir cantidades de

superficie? Piense que no siempre resulta practico utilizar el metro
cuadrado como unidad para medir. Imagine que le piden medir la
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cantidad de superficie de la silla para cambiar el tapizado de
la misma o la extensién superficial de la hoja en la que esta
trabajando. Para medir estas cantidades de superficie, que tienen
menos extensién que la de un metro cuadrado, se utilizan otras
unidades conocidas como submultiplos y para aquellas que
tengan mayor extensién que la de un metro cuadrado se usan los
multiplos.

Los multiplos y submultiplos del metro cuadrado son:

Kilémetro cuadrado km= 1000000 m=
Mtltiplos Hectémetro cuadrado hm= 10000 m=
Decametro cuadrado dam= 100 m=
Unidad Metro cuadrado m= 1 m=
Decimetro cuadrado dm= 0,01 m=
Submuiltiplos | Centimetro cuadrado cm= 0,0001 m=
Milimetro cuadrado mms= 0,000001 m=

Si analiza el cuadro, usted podrda comprender que un metro
cuadrado equivale a 100 decimetros cuadrados, ya que cada
decimetro cuadrado es la centésima parte del metro cuadrado. Por
lo que es posible expresar: 1 m= = 100 dm= (se lee: un metro
cuadrado equivale a cien decimetros cuadrados).

También puede comprender otras equivalencias muy
empleadas:

;Qué parte del metro cuadrado es el centimetro cuadrado?
Para cubrir un metro cuadrado con cuadrados de un centimetro de
lado (cm=) se necesitan 10.000 de ellos. Por lo que puede
expresarse que 1 m= = 10.000 cm=. Esto significa que el cm= es la
diezmilésima parte del metro cuadrado.

Ahora imagine una manzana de barrio, generalmente cada
cuadra de la manzana... jcuanto mide?

Una manzana tiene forma de un cuadrado cuyo lado mide
100 metros o, lo que es equivalente, 1 hm (hectémetro), entonces...
scual es la cantidad de superficie de una manzana de barrio?

Si bien la cantidad de superficie de una manzana es de 1
hm= (cuadrado de un hm de lado), es lo que generalmente se
denomina como una hectdrea, unidad agraria que se emplea para
medir extensiones superficiales de campos o terrenos.

Nociones geométricas
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;COMO HALLAR CANTIDADES DE SUPERFICIE EQUIVALENTES?

Piense en el valor de la cantidad de superficie del piso de
una habitacién si la mide con un cuadrado de un metro de lado, es
decir con 1 m=. Si el resultado de la medicién es, por ejemplo, 20
m=, ;qué significa? Que usted tuvo que colocar consecutivamente,
y sin superponer, "veinte veces" el cuadrado de 1 m de lado o el m=
sobre el piso de la habitacion.

Ahora piense si utilizara como unidad para medir un
cuadrado de 1 dm de lado, un decimetro cuadrado. ;Qué valor
obtendria? Posiblemente usted pensé: si un metro cuadrado
equivale a 100 decimetros cuadrados, entonces 20 x 100 seran
2.000 decimetros cuadrados. Lo que equivale a resolver un
problemita de regla de tres simple:

1m= — 100 dm=
20 m= —— 20 - 100 = 2.000 dm=

La cantidad de superficie del piso de la habitacién es, por lo
tanto, equivalente a 20 m=, a 2.000 dm= y también, si hace el
célculo correspondiente, es equivalente a 200.000 cm=.

Como puede observar, para expresar una cantidad de
superficie en otra unidad para medir por ejemplo 20,35 hm=, se
puede emplear una regla de tres simple directa. De esta forma se
obtiene una cantidad equivalente a la dada pero expresada en otra
unidad, por ejemplo, en metros cuadrados. Observe cémo para
expresar 20,35 hm= en metros cuadrados se puede proceder de la
sigulente manera:

1hm= ——10.000 m=
20,35 hm= X

Resolviendo esta regla de tres se obtiene el resultado
buscado.

Es dectr, si realiza el calculo:

20,35 - 10.000
1

obtendra la equivalencia buscada y podra expresar que:
20,35 hectémetros cuadrados equivalen a 203.500 metros
cuadrados, que en lenguaje simbdlico se escribe: 20,35 hm= =
203.500 m=.

Algunas férmulas mas utilizadas

Posiblemente recuerde que para encontrar cantidades de
superficie se emplean férmulas, algunas de ellas culturalmente
arraigadas, como la férmula que permite calcular la cantidad de
superficie de una figura con forma de rectangulo, que en el
lenguaje comun de la gente es: "base por altura", aunque
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matematicamente la expresioén correcta sea "medida de la
longitud de la base del rectangulo por la medida de la cantidad de
longitud de la altura del mismo por la unidad para medir cantidad
de superficie utilizada". A continuacion se sintetizan en el cuadro
las férmulas para calcular cantidades de superficie de algunas de
las figuras geométricas mas utilizadas :

Figura Férmula Observaciones

| 1] es la medida de la cantidad de

Cuadrado [1]-11] - [u= longitud del lado.

|b| es la medida de la longitud de

Rectdngulo [bl-Th]-lu= la base del rectdngulo.

| h| es la medida de la longitud de
la altura del rectdngulo.

|b| es la medida de la longitud de

Paralelogramo Ib]-Ih]-Ju= la base del paralelogramo.

| h| es la medida de la longitud de
la altura del paralelogramo.

| b| es la medida de la longitud de

Triangulo [bl-h] u= la base del tridngulo.

| h| es la medida de la longitud de
la altura del tridngulo.

| D | es la medida de la longitud de
u= la diagonal mds larga del rombo
D 2 (diagonal mayor).

Rombo ID[-|d]|

| d | es la medida de la longitud de
la diagonal menos larga del rombo
d (diagonal menor).

r es el radio del circulo, es decir la
medida de la longitud del segmento
radial.

Circulo n-r=-Uu=

Seg. radial
% es el numero "pi" que acordamos

usar con el valor aproximado 3,14.

ACTIVIDADES

1. ;Cémo calcular la cantidad de superficie de un poligono reqular?

Consideren el sigulente poligono regular, que por tener seis lados recibe el nombre de hexdgono regular.
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Recuerde. Un poligono es regular cuando tiene todos sus lados y dngulos interiores congruentes.

a &
/ M Hexdgono regular abcdef
| { e

ik
[E

a) Tracen las siguientes diagonales: ﬂ; E; E

Recuerde. Diagonal es el segmento cuyos extremos son dos vértices no consecutivos del poligono.
Apotema es el segmento cuyos extremos son el centro del poligono y el punto medio de un lado del poligono.

b) sQué ocurre con el poligono?

Por lo tanto el hexagono regular ha quedado fraccionado en
6 tridangulos congruentes, por lo que para poder calcular la
cantidad de superficie del poligono, puede calcular la cantidad de
superficie de uno de los triangulos y, luego, como son seis... ;qué
habria que hacer? ....

Observe el hexdgono regular fraccionado en 6 tridngulos. En
él se ha resaltado uno de los tridngulos.

Para encontrar la cantidad de superficie de uno de los
triangulos hay que considerar la medida de la cantidad de longitud
de la base del triangulo y la medida de la cantidad de longitud de
la altura del mismo.
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De esta manera se tiene que la cantidad de superficie del
triangulo considerado puede expresarse como:

|bl-Ih
2

Pero como se trata de seis tridngulos congruentes, la
expresion para encontrar la cantidad de superficie de todo el
poligono es:

|bl-[h]
6 — .
2

Observe:
e la base del triangulo, ;qué elemento del poligono es?

e la altura del triangulo senalado, ;qué elemento del
poligono es?

Altura del tridngulo y
apotema del poligono.

Si considera las observaciones anteriores vera que se puede
expresar la férmula anterior como:

11]-Tal
6 — .
2

Observe la expresién anterior: al calcular 6 - |1 (que
representa 6 veces la medida de la longitud del lado del poligono
regular), ;qué se obtiene?

Posiblemente pensé en la medida de la longitud de la
frontera del poligono, es decir en el perimetro de la figura que se
simboliza como P.

Nociones geométricas

249



Matematica II - EGB3

Asi se tiene que la expresién general para calcular la
cantidad de superficie de un poligono regular es:

P.|a]
2

.u=

Donde P es el perimetro del poligono y | a| es la medida de la
longitud de la apotema del mismo.

ACTIVIDADES

1. Calculen la cantidad de superficie de los siguientes rectdngulos:

2cm

4 cm

4 cm

3 cm

2. Un jardinero cobra $0,50 cada metro cuadrado de césped que corta. Si es contratado en un primer momento
para cortar el césped del circulo central de una cancha de fuitbol cuyas dimensiones son las siguientes: 100
metros de largo y 70 metros de ancho y el segmento radial del circulo central es de 6 metros de longitud,
Jcudnto dinero cobrard al finalizar la tarea? Y si cortara el césped de toda la cancha, jcudnto dinero ganaria?

3. Para refaccionar el bafio de una casa se desea colocar cerdmicos en el piso y en la pared mds larga del

mismo. En dicha pared se quiere colocar cerdmicos hasta una altura de 3 metros. Las dimensiones del largo de
las paredes del batio son las que se muestran a continuacion:

1,8m

2,5m

Para cubrir la superficie indicada, scudntos metros cuadrados de cerdmica serdn necesarios comprar?
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4. Un grupo de personas del club, que se dedican a practicar futbol, se retinen para confeccionar un distintivo
que los identifique para participar de un campeonato. Luego de algunas propuestas resultd la opcién
consensuada por todos. La forma general del distintivo es:

Medida de la longitud del lado: 6 cm.

Medida de la longitud de la apotema: 4,14 cm.

Al disefio general le falta agregar un dibujo y el nombre del grupo. Se desea saber qué cantidad de centimetros
cuadrados de pldstico serdn necesarios para la confeccion del formato general de cada uno de ellos.
TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS EN EL PLANO
Todas las nociones que se refieren a las transformaciones
geométricas en el plano seran abordadas desde un punto de vista
totalmente intuitivo. La intencién es mostrar la forma en que se

producen y las propiedades que en ellas permanecen invariantes.

Simetria. Ubicacién del eje de simetria

LEER

"La simetria nos da verdaderamente el sentido de la armonia.

No es posible imaginar, por ejemplo, un bello animal que no sea
simétrico, y nos parece extrafio que una flor tenga caracteristicas
distintas en las caras opuestas. Esta sensacién agradable y
apacible que nos producen las figuras simétricas ha llevado a los
arquitectos, pintores y a todos los artistas a basar sus obras en
tal caracteristica geométrica.

La simetria, principio absoluto del arte clasico, pasé de moda en
la Edad Media, en la que se preferian formas asimétricas, para
luego volver a ser elemento esencial en el Renacimiento y a
dominar los siglos siguientes."

Castelnuovo, E., Geometria Intuitiva, Labor.

Observe la simetria que presentan los portones del parque
General San Martin.
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Observe la foto y piense en trazar una recta que la separe en
dos partes que resulten ser congruentes, de tal forma que si la foto
la plegamos por dicha recta imaginaria las partes quedan
superpuestas y coincidan exactamente. Esto significa que a ambos
lados de esa linea imaginaria, llamada eje de simetria, la
construccion de los portones tiene las mismas caracteristicas.

Tal como decia el texto anterior, la simetria puede
observarse en multiplicidad de cosas.

ACTIVIDADES

Situacién 1

1. Trace en cada una de las siguientes figuras sus ejes de simetria, para lo cual puede:
a) Calcar dichas figuras en papel de calcar.

b) Trazar los posibles ejes de simetria separando a la figura en dos partes congruentes.

¢) Verificar si son ejes de simetria, es decir observar si al plegar por la linea marcada las dos partes del dibujo
quedan superpuestas en forma exacta.
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Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5 Figura 6

2. Luego de realizar la actividad responda:
a) sCudntos ejes de simetria pudo trazar en la figura 12 .......cccccevvevennnee.

b)sCuantos ejes de simetria pudo trazar en la figura 22 ..........ccccocevuenee. JPodria seguir trazando mds ejes
de simetria? .......c.ccocevvveeneenne. SCUANLOS? ..o

¢) La figura 4 es un tridngulo equildtero (tridngulo con tres lados y dngulos congruentes), scudntos ejes de
simetria pudo trazar? ..........c.cccoeeeeeenne.

d) ;Cudntos ejes de simetria pudo trazar en la figura 52 .......ccccccoevuennnne.
3. Hay figuras que tienen un solo eje de simetria, otras dos, algunas infinitos y otras ninguno. Por ejemplo:

a) El circulo (figura 2) posee infinitos ejes de simetria. Observe los trazados y trace, por lo menos, dos ejes
mas.

b) La figura 5 no tiene ejes de simetria.
¢) La figura 3, con forma de corazén, y la figura 1 tienen un sélo eje de simetria.

d) El triangulo equildtero (figura 4) tiene tres ejes de simetria.
e) El rectangulo (figura 6) tiene dos ejes de simetria.
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Estas rectas que se han trazado en las distintas figuras
representan sus "ejes de simetria". Se trata de rectas que "separan”
a la figura en dos partes congruentes, es decir, que si imagina la
figura en papel y lo pliega por la linea que representa cada recta,
al plegar, las partes se superponen exactamente.

Asi podriamos seguir dando ejemplos de objetos simétricos,
pero creemos que con éstos tiene una nocién de la simetria en el
plano, por eso lo invitamos a trabajar en la siguiente actividad:

Situacién 2

Tome una hoja de papel blanca cualquiera, dibuje en ella
una recta y luego tres puntos cualesquiera de un lado de la
misma, como se muestra en la figura 1. Es importante que los
puntos se marquen con una fibra con mucha tinta u otro
elemento que tenga tinta. Posteriormente, pliegue la hoja a lo largo
de la recta (figura 2) y presione ambas partes. Desdoble el papel y
observe qué ocurre.

L _J*
.
&

]
&
&

Figura 1 Figura2 - Figura 3

Efectivamente aparecen tres nuevos puntos que se
encuentran a la derecha de la recta. Se dice que son los puntos
simétricos a los representados inicialmente.

Este procedimiento que ha realizado le ha permitido obtener
el simétrico de cada punto respecto de la recta considerada. Al
punto simétrico de "a" némbrelo "a" (se lee a prima), al simétrico
del punto "b" lldmelo "b"™ (se lee b prima) y al simétrico del punto

n_n n_m

c" llamelo "c" (se lee c prima).

La recta representada es el eje de simetria de los puntos
representados.

Ahora, imagine que los tres puntos representados en un
comienzo, a, b y ¢, son los vértices de un triangulo, como se ha
representado en la figura 4. Nuevamente al plegar, realizando un
doblez por la recta representada, se obtiene un nuevo tridngulo
que es simétrico al tridangulo representado inicialmente.

Graficamente:
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e
=
e
R

Figura 5

Figura 4

Luego, el tridngulo abc y el tridangulo a'b'c’ son simétricos.
También se dice que el tridngulo a'b'c' es imagen del triangulo abc
por medio de una simetria de eje E, en este caso, donde el eje de

simetria es la recta "E" representada.

Situacién 3

Usted ya conoce el sistema de referencia de coordenadas en

el plano. En él se ha representado el triangulo abc.

a) En dicho sistema ubique los puntos a', b', ¢’ de tal manera

que resulten ser simétricos, respecto del eje de las abscisas o de

I .
| .‘- W
FA ;
L FAY
E'l-.-'". '!-\-\.-_\_.I'-: <
Figura 6

las x de los puntos a, b y c, respectivamente.
? yE— —
I S e -
- e e e S B -
| i oo
-
1 # =i ' E ] uZ =1 1
E .rx ............ E
NN O SO S N 00 SR T IO S N
........................... -
5""!r Y |

X.

b) Conecte los puntos a', b' y ¢’ por medio de segmentos y
coloree la regién interior. De esta manera obtiene el triangulo
a'b'c’, que es el simétrico del triangulo abc respecto del eje de las

c) Complete la siguiente tabla que contiene las coordenadas

de los puntos a, b y c con las coordenadas de los puntos simétricos
(recuerde que primero se anotan las coordenadas del eje x y luego

las del eje y).
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Puntos Coordenadas de los vértices Puntos Coordenadas de los
del triadngulo abc del triangulo a'b'c’

a (4, 4) a

b b'

c c'

d) ;La figura obtenida el tridngulo a'b'c’, es congruente con la
figura inicial, el tridngulo abc?

Por ello, diremos que:
e Las figuras obtenidas son congruentes.
e El tridngulo abc es simétrico al triangulo ab'c'.

e El eje de las x es el eje de simetria.

PENSAR

Todas las situaciones que han sido consideradas nos llevan a
pensar en la simetria como en una transformacién del plano, por medio
de la cual a partir de una figura es posible hallar su imagen, que es
simétrica de la original respecto de un eje de simetria.

La figura inicial y su transformada, o imagen, resultan ser
congruentes.

La simetria no es otra cosa que una funcién puntual (se
consideran puntos) porque a cada punto de la figura inicial le hace
corresponder uno y sélo un punto de la figura simétrica y
viceversa, a cada punto de la figura imagen le corresponde un
punto y sélo un punto de la figura inicial. Por esta caracteristica y
otras que posee esta funcién, la simetria de eje o simetria axial
recibe el nombre de transformacion en el plano.

Por ello hablamos de figura inicial que representa el
"dominio" de esta transformacién y de figura imagen que
representa la "imagen de la funcién".

Vuelva nuevamente a la situacién 2. Observe las

representaciones obtenidas y complete la siguiente tabla con una
cruz en el casillero correspondiente:
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St

NO

La figura inicial y final tienen el mismo numero de vértices

Los dngulos de la figura inicial y de la figura imagen son congruentes

Los lados de la figura inicial y de la figura imagen son congruentes

ACTIVIDADES

1. Dadas las siguientes figuras dibuje el o los ejes de simetria que visualice en ellas, siempre que sea posible:

R — A
_.-"'-.-- ""\-\\k -r_,.r"- "'-\-\ \':'-l":.::;.\"'.'::;-l'l.
LD (o0 <
:I"s. R _-__,.-". :';-.-SMT.:::.TJ{-‘;L
- . "

La simetria respecto de un eje no es la Unica simetria que
existe. También puede estudiarse la simetria respecto de un punto,
que se llama simetria central.

Simetria central

Situacién 4

Observe el siguiente plano cuadriculado en el que se han
senalado algunos puntos y, en particular, ubique el punto "o":

b, A,
Coe
€
O,
de fo

a) ;Qué punto senalado en el plano cuadriculado pertenece a
la misma recta a la que pertenecen los puntos a y o, y se
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encuentra a igual distancia de “o”que el punto “a”?

b) Dibuje el punto del plano cuadriculado que pertenece a la

“_ " «_»

misma recta a la que pertenecen los puntos “c” y “0”, y que se

[{P i)

encuentra a igual distancia de “o” que el punto “c”, y llamelo “c".

El punto “a” y el punto “f” son puntos simétricos respecto
del punto "o". Se dice que el punto “f’es el punto simétrico de “a”
con respecto al punto “0”, llamado centro de simetria.

También el punto c' es el punto simétrico de c respecto del

centro de simetria "0". Ademas suele decirse que c' es el punto

imagen de c a través de una simetria de centro "o" o simetria
central.

De la misma forma pueden ubicarse en el plano
cuadriculado los puntos simétricos de cada uno de los puntos

senalados.
b L ] a [ ] d' [ ]
C L ]
e [ ]
O
e's
c'o
de feo b' e

Observe el grafico y complete:

elospuntosay ........ son puntos simeétricos respecto del

n_n

punto "o".

elospuntosby...,cy...;dy...ey... sonpuntos
simétricos respecto del punto "o".

e El punto "o"esel ... de simetria.

ACTIVIDADES

1. En el siguiente cuadriculado encuentre los puntos simétricos de cada punto sefialado respecto del punto "o,
centro de simetria.
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2. Observe el grdfico y complete:

non

a) Los puntosay ...... son puntos simétricos respecto del punto "o0".

n_n

b) Los puntos by ..., cy ...;dy .. ey s fy o son puntos simétricos respecto del punto "o".

) El punto "0" es el ........cc....... de simetria.

UBICACION DEL CENTRO DE SIMETR{A DE UN FIGURA

Para determinar si una figura tiene centro de simetria hay
que ubicar un punto -que llamaremos "0"- perteneciente a la
figura, de tal manera que cualquier otro punto de la misma tenga
su simétrico, también en la figura, respecto del punto "o". Asi por
ejemplo, para determinar cual es el centro de simetria de un
cuadrado se busca el punto que cumpla con las caracteristicas
antes mencionadas. Si traza las diagonales del cuadrado verad que

éstas se cortan en un punto que es el punto que buscamos.

a ]

il e

e ;Cual es el punto simétrico al vértice “a” respecto del centro

«

0"?

“w_»

e Dibuje un punto del cuadrado, llamelo “e” y ubique su

“w_n

simétrico respecto del centro “o”.

ACTIVIDADES

1. Dadas las siguientes figuras, marque el centro de simetria de las mismas y sefiale dos puntos que sean
simétricos respecto del centro.
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2. En el siguiente plano cuadriculado encuentre la figura que es simétrica a la representada, respecto
del punto "o".

TRASLACION
Lea atentamente las siguientes situaciones:
Situacién 5

Consideremos el siguiente mapa de algunas calles de la
ciudad de Mendoza:

S ] P
LA AT
LI 7
Ay
ey
T NN L

Dicho mapa puede interpretarse sobre una cuadricula como
la que se muestra a continuacién:

Y

T1
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Dos autos se encuentran en su parada habitual de taxis,
reciben un llamado de la central y se les ordena que deben recoger
pasajeros siguiendo la direccién que se indica a cada uno:

e Taxi 1: cuatro cuadras al sur.

e Taxi 2: dos cuadras al oeste.

Indique con una cruz, sobre el cuadriculado, la nueva
ubicacion de cada uno de los taxis.

Situacién 6
En el plano cuadriculado se han representado dos

cuadrilateros: el cuadrildtero abed y el cuadrilatero ab'c'd’ (se lee
cuadrilatero a prima, b prima, ¢ prima y d prima).

w1 1 3 4 5 6 7 B

Ambos cuadrilateros representados son paralelogramos. Le
solicitamos que complete la siguiente tabla con las coordenadas
de los vértices indicados:

Coordenadas de los vértices
del paralelogramo abcd

Coordenadas de los vértices
del paralelogramo a'b'c'd'

a(1,1) a' (5,5)

b, b ()
C () (o)
A, ... d' (..

Nociones geométricas
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Si observa las coordenadas del punto a, ;qué variacion
deberia hacer en cada una de ellas para obtener las coordenadas
del punto a'?

Ahora observe las coordenadas del punto b, ;qué variacion
deberia hacer en cada una de ellas para obtener las coordenadas
del punto b'?

De esta manera, si a cada una de las coordenadas de los
vértices del paralelogramo abcd se le suma el numero 4, se
obtienen las coordenadas de cada uno de los vértices del
paralelogramo a'b'c'd".

Si siguiera analizando las coordenadas de la misma forma
para cada uno de los puntos del paralelogramo abcd obtendria
que, en todos los casos, si a dichas coordenadas le sumara el
numero 4 obtendria las coordenadas de los correspondientes
puntos del paralelogramo a'b'c'd".

Por las caracteristicas antes indicadas se dice que el
paralelogramo a'b'c'd’ es la imagen del paralelogramo abcd a
través de una traslacién, que a cada punto de la figura inicial
(paralelogramo abcd) le hace corresponder un punto de la figura
imagen (figura trasladada) cuyas coordenadas, en este ejemplo, se
obtienen de sumarle el numero 4 a las coordenadas de los puntos
de la figura inicial.

Ahora le proponemos que encuentre la imagen del triangulo
abc a través de una traslacién, determinada por la siguiente
indicacién: a la primer coordenada hay que sumarle el nimero 4 y
a la segunda coordenada hay que sumarle el nimero 1.

I ................................................................................................

1 1 3 4 5 6 7 B

Al triangulo imagen obtenido llamelo triangulo a'b'c’.

Observe las caracteristicas del paralelogramo abcd e imagine
que lo recorta y lo superpone con el paralelogramo a'b'c'd’. ;Qué
ocurrira? ;Coincidiran exactamente o no? ..........
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Ahora, si superpone el triangulo abc con el triangulo a'b'c’,
;qué ocurre?

Como al superponer los pares de figuras en ambos casos
coinciden exactamente, se dice que las figuras son congruentes, es
decir que la figura inicial y la imagen obtenida a través de una
traslacion tienen igual medidas de la longitud de los lados, igual
medida de la amplitud de sus dngulos y que si la figura inicial
tiene lados paralelos la imagen también tendra lados paralelos.

ACTIVIDADES

1. Observen la figura abcd y determinen cémo se ha obtenido su imagen a'b'c'd'por traslacion.

’

i

L]
[

[ 2]

Fed
i
-
=l
=

1
o

ROTACION
Lea detenidamente las siguientes situaciones.
Situacioén 1

Un reloj poco comun y con una sola aguja parte siempre de
las 12 y funciona de la siguiente manera:

» Da giros completos a derecha o izquierda, o sea rota un
angulo de 360 °.

e Da medio giro a la derecha o a la izquierda, o sea rota un
angulo de 180 °.

e Da cuartos de giro a derecha o izquierda, o sea rota un
angulo de 90 °.
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e Identifique qué giro se produce en cada uno de los relojes
dibujados, considerando que la aguja coloreada es la posicién final
de la aguja luego de realizar el giro correspondiente.

Situacién 2

Una veleta gira y toma distintas posiciones. La veleta esta
representada por el siguiente dibujo:

Posicién actual Giro Nueva ubicacién

Un giro en el sentido
horarto de 90 °

Un giro en el sentido
antthorario de 180 °

DD | D

Un giro completo
en el sentido horario.

Nota: sentido horario es el sentido de giro de las agujas del reloj y
sentido antihorario es el sentido contrario al giro de las agujas del reloj.

El ejemplo de la veleta es un ejemplo de rotacién. La
rotacion es, al igual que la simetria respecto de un eje, la simetria
central y la traslacién, una funcién puntual que a cada punto de
una figura inicial le hace corresponder otro punto de la figura
imagen.

Para poder definir una rotacién se necesita:

e un punto llamado centro de giro o de rotacioén,

e un angulo llamado angulo de giro y
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* el sentido de giro (horario o antihorario).

De esta manera, en el ejemplo de la veleta, y considerando el
centro de giro y el angulo de giro correspondiente a cada situacién,
las posiciones de la veleta luego de las rotaciones indicadas son:

o © D

Observe las siguientes figuras: el cuadrado a'b'c'd’ es la
imagen del cuadrado abcd a través de una rotaciéon realizada en
sentido horario.

La rotaciéon aplicada en este ejemplo es en sentido horario, el
centro de rotacion es el punto "o"senialado y el angulo de giro es de
180 °.

Observando la figura podré ver que si conecta cada vértice
de la figura inicial con el centro de rotacién y éste con el vértice
correspondiente de la figura imagen rotada, queda determinado el
angulo de giro, que en este caso es de 180 °.

ACTIVIDADES

1. En la misma cuadricula anterior rote el cuadrado abcd, con un dngulo de giro de 90 ° y cuyo centro de

rotacion es el punto "o" y en sentido horario.

2. Observe y responda: ¢sla figura inicial y la figura imagen resultan ser congruentes? ;Por qué?

Es decir, que una figura y su imagen, obtenida a través de una rotacion, resultan ser congruentes.
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HOMOTECIA

LEER

"Si el proyector se coloca convenientemente, la imagen en la
pelicula y la imagen proyectada en la pantalla son semejantes.
Para obtener una buena proyeccién, la pantalla se coloca a una
distancia fija del proyector.

Si la pantalla se coloca a la mitad de esa distancia del proyector,
la imagen obtenida se reduce también a la mitad.

Si la pantalla se coloca al doble de esa distancia del proyector,
las dimensiones de la nueva imagen son también el doble.........

En una homotecia, la imagen es semejante a la figura original".

Larotonda, Wykowski, Ferrarini. Matematica 9, Kapelusz .

=

*

&

Cuando se define una homotecia es necesario indicar un
punto "0" que es el centro de la homotecia. En el ejemplo es la
fuente de luz del proyector y un numero real distinto de cero " "
que es la razén de la homotecia. Esta razén indica en qué
proporcién la imagen se agranda o no. Asi por ejemplo, si las
dimensiones de la figura imagen son el doble de la figura original

la razoén es igual a dos.

)

Lea atentamente las siguientes situaciones.
Situacién 1

Consideremos un sistema de referencia cartesiano. En él se
ha delimitado una zona especial que esta representada por la
regiéon sombreada. La zona representada corresponde a un sector
de calles de nuestra ciudad en donde se realizara el control de
contaminacién vehicular. Los organizadores piensan que seria
mejor realizarla en otro lado y triplicar las dimensiones de la zona
de control, a los efectos de realizar un mejor trabajo de
prevencion.

Para triplicar el tamario, uno de los organizadores pensé en
realizar la siguiente tabla:
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Puntos de la Coordenadas iniciales | Triple de cada coordenada | Nuevas coordenadas | Puntos de la
figura inicial figura imagen
a (1, 1) 1-3=3;1-3=3 (3,3) a'

b 1,2 1-3=3;2-3=6 (3.6 b
c (3, 2) 3-3=9;2-3=6 (9, 6) ¢
d (3, 1) 3-3=9;1-3=3 (3 d'

A partir de esta tabla, se grafica de la siguiente manera toda
la situacion:

1 2 3 i 4

¥

Conclusién

La nueva figura obtenida es la imagen de la figura inicial al
aplicarle una homotecia, en la que el centro "o" coincide con el
punto (0, 0) y su razén es 3.

Matematicamente se dice que el rectangulo a'b'c'd' es
imagen del rectangulo abcd por medio de una homotecia de centro
oy razoéon 3.

El rectangulo abcd y el rectangulo a'b'c'd' son semejantes.

Situacién 2

Un disenador grafico esta haciendo un boceto de un nuevo

logo para una compania telefénica. El dibujo original es el que se
muestra a continuacion:
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A los efectos de una prueba se decide hacer el mismo logo
pero del doble de tamano. El nuevo modelo es el siguiente:

.- Telcom
Su Co.

Si observamos la figura inicial y su imagen o figura
transformada, podemos decir que dicha transformacién es una
homotecia de razén 2 y centro "0" que es el punto (0, 0).

Luego, la figura inicial y su imagen son semejantes.
Situacién 3
Para hacer...

Observe el grafico. La figura inicial es el triangulo abc y su
imagen o figura transformada es el triangulo a'b'c’, obtenida por
medio de una homotecia de centro "o" que coincide con el origen
del sistema de coordenadas. Lo que no se conoce es la razén de
semejanza. ;Podria usted determinar cual es la razéon de

semejanza?

Observando las figuras realice lo siguiente:

e Mida el lado ab del triangulo inicial y luego su
correspondiente, el lado a'b’, en el tridangulo imagen. ;Cuéales son
esas medidas? ;Existe diferencia entre ellas? ...............
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e Mida el angulo bad y su correspondiente b'a'd". ;Observa lo
mismo que entre las medidas anteriores? ;Por qué?

e Observe si se verifica lo mismo al considerar otro angulo y
otro lado.

Observe la figura inicial: el cuadrado abcd y su imagen (o
figura transformada), el cuadrado a'b'c'd’, por medio de una
homotecia de centro "0" que coincide con el origen del sistema de
coordenadas y lo que no se sabe es la razén de semejanza. ;Podria

determinar cual es la razén de semejanza?

Observando las figuras realice lo siguiente:
e Mida el lado bc del cuadrado inicial y luego su
correspondiente, el lado b'c’, en el cuadrado imagen. ;Cémo

variaron las medidas? ;aumentaron o disminuyeron? ;Cuanto?

e Mida el angulo bad y su correspondiente b'a'd" ;Qué ocurre
con las medidas de dichos angulos?

e Observe si se verifica lo mismo al considerar otro angulo y
otro lado.
Considerando las situaciones analizadas es posible decir

que en las homotecias:

e Los angulos de la figura inicial y los de la figura imagen
tienen la misma medida.
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e Las medidas de la longitud de los lados varian entre una
figura y su transformada (o figura imagen) en forma proporcional.

e Sien la figura inicial hay lados paralelos también los lados
correspondientes de la figura imagen resultaran paralelos.

FIGURAS SEMEJANTES

PENSAR

Lea atentamente las siguientes situaciones.
Situacién 1

Las siguientes figuras son semejantes.

—
TRy
Zinii i
Mg’
S

Situacién 2

Las sigulentes figuras no son semejantes.

Situacién 3

La fotocopia ampliada de la figura S resulta ser una figura S

) hlff 7o
h ﬁ }

La figura S y S' son semejantes, o bien se dice que el
paralelogramo a'b'c'd' es semejante al paralelogramo abcd.
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Y la semejanza es una funcién que al punto a de S le hace
corresponder el punto a' de S'y al punto b de S le hace
corresponder el punto b' de S' y asi se podrian seguir nombrando
puntos de S y sus correspondientes puntos en S', que son sus
imagenes. También se dice que tanto los puntos a y a' como los, b
y b' son correspondientes.

Algo similar ocurre con los angulos. El angulo abc de Sy el
angulo a'b'c’ de S' son correspondientes. Coloree dichos angulos

correspondientes.

Marque con color el lado bc del paralelogramo S. ;Cual es el
lado correspondiente a €l en el paralelogramo S'? Marquelo.

Luego el lado bc y b'c' son correspondientes
Situacién 4

La fotocopia reducida de la figura G resulta ser la figura G/,
que es semejante a G.

A
¥

Angulo correspondiente en el

Angulo del triangulo abc tridngulo a'b'c

CAb

ABC

bAC

Lado correspondiente en el

Lado del triangulo abc . 0t
triangulo a'b'c
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Conclusion

Dados dos poligonos semejantes es posible determinar pares de
lados y dngulos correspondientes.

Situacién 4

Tenemos el siguiente cuadrado abcd (figura F) sobre un
plano cuadriculado. Si se realiza su ampliacién al doble de su
tamano se obtiene el cuadrado a'b'c'd’ (Figura F') que resulta ser

semejante al cuadrado abcd.

La figura F y F' son semejantes.

bt e 1

e Mida y compare las medidas de los angulos
correspondientes de las figuras semejantes, ;Cémo resultan esas
medidas? Es decir, ;qué relacion encuentra entre ellas? Entonces,
;qué puede decir de los angulos correspondientes? ........

e Considere que cada lado de los cuadrados de la cuadricula
donde se han representado a las figuras tiene una cantidad de
longitud de 1 cm. Escriba la medida de los lados de una figura y la
de los correspondientes lados de la otra figura:

Observe las medidas obtenidas y piense en un numero que
al multiplicarlo por la medida de la longitud de cada lado de la
figura inicial se obtenga la medida de la longitud del lado
correspondiente de la figura imagen. ;Cual es ese numero en este
ejemplo? ...............

Cuando esto ocurre se dice que los lados correspondientes
de las figuras son proporcionales y la razén de la homotecia
coincide con el nimero que encontrd anteriormente; es decir que
la razén de la homotecia en este ejemplo es dos.
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Luego, se puede concluir que en estas figuras semejantes se
cumple que:

* Los angulos correspondientes son congruentes. Asi:

ldabl = ld’a'b’l =90 ; labcl =laB’c’| = 90

lbedl =b'e'd’l =90 ; lcdal =lc'd’a’l = 90

e 1os lados correspondientes son proporcionales. Asi si
realiza, para cada par de lados correspondientes, la razén o

coclente entre sus medidas obtiene un valor constante llamado
razén de semejanza.

la’b’l lb'c’
4 4
=2=2; =72=2;
|abl lbcl
lc'd| lad’l
4 4
=75=2; =75=2;
lcdl lad]

Luego, la razén de semejanza es 2. Observe. La razén de la
homotecia es 2 y es igual a la razén de semejanza, que también es
2. Es decir que cuando se aplica una homotecia de razén 2 la
figura inicial y su imagen resultan ser semejantes y la razén de la
semejanza es 2. Esta caracteristica es valida para cualquier razén
de homotecia.

PENSAR

Dos figuras son semejantes si los dngulos correspondientes son
congruentes y los lados correspondientes son proporcionales. La razén
entre los lados correspondientes se llama razén de semejanza.

ACTIVIDADES

1. Dada la siguiente afirmacion: "los tridngulos abc y a'b'c' son semejantes”.
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¢Qué harian ustedes para justificar tal afirmacion?

2. Construyan un tridngulo equildtero que sea semejante al dado.

]

3. Dados los siguientes tridngulos:

A

e La medida del dngulo cab es igual a la medida del dngulo c'a'b’.

Observen que:

Sin embargo, el tridngulo abc no es semejante al tridngulo a’bc”. ;Podrian decir por qué?

4. Dado el cuadrildtero abcd, construyan otro semejante donde la razén de semejanza sea 3.

b, o ®

5. Dados los siguientes tridngulos:

Observen que: * Hay proporcionalidad entre los lados. :

la’b| 'l

labl |cBl

Respondan: el tridngulo abc es semejante al tridngulo a’b’c”? ;Por qué?
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6. Propongan una figura elegida por ustedes y construyan otra que sea semejante. Para ello pueden utilizar
distintos recursos como por ejemplo utilizar una fotocopiadora que amplie o reduzca la figura que usted eligié o

utilizar un plano cuadriculado.

Nota: al resolver las situaciones 4 y 5 planteadas anteriormente puede concluir que:
e No es suficiente que dos tridngulos tengan sélo un dngulo congruente para ser semejantes.

e Tampoco es suficiente que dos tridngulos tengan sélo dos lados proporcionales para ser semejantes.

Tridngulos semejantes

Usted ya sabe que dos poligonos son semejantes si tienen los
lados correspondientes proporcionales y los angulos
correspondientes congruentes.

Pero cuando se trata de triangulos no es necesario verificar
tantos aspectos, es decir verificar que todos los angulos
correspondientes sean congruentes o que todos los lados
correspondientes sean proporcionales. A veces, si se cumplen
algunas de estas condiciones es suficiente para que se cumplan
las demas y asegurar que se trata de tridngulos semejantes. Estas
condiciones minimas o basicas reciben el nombre de criterios se
semejanza de triangulos. Estos criterios, y el cumplimiento o no de
los mismos, nos permiten opinar con fundamento sobre si los
triangulos analizados son o no semejantes.

Para analizar estos criterios, le proponemos leer atentamente
las siguientes situaciones.

PENSAR

Situacién 1

El primer criterio de semejanza de triangulos dice: “dos triangulos
son semejantes si hay proporcionalidad entre sus tres lados
correspondientes”.

Observe el siguiente ejemplo. Dados los siguientes
triangulos:
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[
L
A
A

Observe que hay proporcionalidad entre los lados:
la’b'l

la’c

l\)|!\)
[@]1V]

Ib’c’

5 15 5 22,5

— =72=125 — =15=72=125 — =5 =125
|abl lac| bl

Si usted solo verifica que los lados correspondientes son
proporcionales ya puede asegurar que los angulos
correspondientes son congruentes (sin necesidad de medirlos para
verificarlo). Por lo tanto, si de dos triangulos conocemos que sus
lados correspondientes son proporcionales entonces sabemos que

son semejantes, como ocurre en el caso representado en el que el
triangulo abc es semejante al tridngulo a’b’c

Primer criterio de semejanza de tridngulos. Dos tridngulos son

semejantes si hay proporcionalidad entre sus tres lados
correspondientes.

Situacién 2

El segundo criterio de semejanza de triangulos dice: dos
triangulos son semejantes si dos angulos de uno son congruentes

con los dos angulos correspondientes del otro. Observe el siguiente
ejemplo. Dados los siguientes tridngulos:

Observe que hay angulos congruentes: [B| = [6’] ; [&] = [&']
Luego, el tridngulo abc es semejante al tridngulo a’b’c’

Con sélo verificar que dos pares de angulos correspondientes
son congruentes resultard que el otro par de angulos

correspondientes resultaran ser congruentes (sin necesidad de
medirlos para verificarlo) y ademas se verificara la
proporcionalidad de los lados correspondientes. Por lo tanto, si de

dos triangulos conocemos que tienen dos pares de angulos
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correspondientes congruentes entonces sabemos que son
semejantes, como ocurre en el caso representado en el que el
triangulo abc es semejante al tridngulo a’b’c’.

Segundo criterio de semejanza de triangulos. Dos tridngulos son
semejantes si dos dangulos de uno son congruentes a los dos dngulos
correspondientes del otro.

Situacién 3

El tercer criterio de semejanza de triangulos dice: “dos
triangulos son semejantes si dos lados de uno son proporcionales a los
dos lados correspondientes del otro y los dngulos correspondientes
comprendidos entre esos lados son congruentes”. Observe el siguiente
ejemplo. Dados los siguientes triangulos:

el

Observe que:

 Hay proporcionalidad entre los lados
|cy-by| |ay-by|
- —' 48 3 i
|cbl labl

RIS
Il
|
1l
RN
W

* Los angulos correspondientes comprendidos entre estos
dos lados son congruentes.

lcBal = lcBa’l
Luego, el triangulo abc es semejante al triangulo a’b’c’.

Con sélo verificar que los dos pares de lados correspondientes
son proporcionales y los d&ngulos comprendidos entre ellos
resulten ser dangulos correspondientes congruentes es suficiente
para asegurar que dichos tridangulos son semejantes. Por lo tanto,
si de dos tridangulos conocemos que tienen dos pares de lados
correspondientes proporcionales y los angulos comprendidos entre
ellos son angulos correspondientes congruentes entonces podemos
decir que son semejantes, como ocurre en el caso representado, en
el que el tridangulo abc es semejante al triangulo a’b’c’.

Tercer criterio de semejanza de tridngulos. Dos triangulos son
semejantes si dos lados de uno son proporcionales a dos lados del otro y
los dngulos comprendidos entre esos lados son congruentes.

Nociones geométricas
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Conclusién general

Dos triangulos son semejantes si se verifica una de las
siguientes condiciones:

e Los tres lados de uno de los triangulos son proporcionales
a los tres lados correspondientes del otro triangulo.

* Dos de los angulos de un tridngulo son congruentes a los
dos angulos correspondientes del otro.

* Dos lados de uno de los tridngulos son proporcionales a los
dos lados correspondientes del otro y ademaés los angulos
comprendidos entre esos lados son congruentes.

ACTIVIDADES

1. Dados los siguientes pares de tridngulos, elija uno de los criterios y tselo para determinar si se trata de
tridngulos semejantes o no.

a)
-
P, ¢
LY
Ty
II\'.
T,
Ty
I.\'.
-
g T % |k b
b)
C
A
b
Y by
h 'Phk'x
.,
. [
i II{ '\_\H
B
H LN I T
. -
| _ I h
:: % . .!- '\-\.H\l
a oA C

2. Dadas las siguientes situaciones, en las que se da informacion referida a los tridngulos abc y a'b'c’,
determine si los tridngulos abc y a'b'c' son semejantes e indique qué criterio es el que justifica tal situacion. En
caso de ser necesario, 0 para una mejor comprension, puede resultarle conveniente realizar una representacion

grdfica.
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Caso A

h @\:10 a'b| =25
h \%\zls b'c' =45
h @\:12 c'al =30

PERIMETRO Y SUPERFICIE DE TRIANGULOS SEMEJANTES

Lea atentamente las siguientes situaciones.

Situacién 1

Los triangulos dados son semejantes:

Al
P EY

Calcule y anote el resultado que se pide:

a) La razdn entre el lado a’b’ y el lado ab

b) El perimetro del tridngulo abc y del tridngulo a'b'c’

Per.abc=............ Per.ab'c'=............

c) La razdn entre el perimetro del tridngulo a'b'c’ con el

perimetro del triangulo abc

Per a'b'c'
Per abc

Seguramente coincidira con estos resultados:

Ewall
e Razdn entre los lados: - =5
labl

e Razdn entre los perimetros:
P Per abc

Perab'c'_ 22 _5
12

Nociones geométricas
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;Qué puede decir de los resultados obtenidos?
Conclusién

La razoén entre los lados correspondientes de dos triangulos
semejantes es igual a la razén entre sus perimetros.

Situacién 2

Considere los mismos triangulos de la situacién 1. Calcule lo
que se pide y anote los resultados.

a) Larazon entre el lado yellado ...

b) La medida de la superficie del triangulo abc y del
tridngulo a'b'c’, es decir sus areas:

area del triangulo abc = ..., area del triangulo
a'b'c'=

c) La razoén entre el area del tridngulo a'b'c' y el area del
triangulo abc es:

Compare los resultados obtenidos en el item a y en el c.
;Como resultan la razén entre los lados proporcionales y la razén
entre las areas de los triangulos?

Obtenemos asfi la siguiente conclusion:
La razén entre los lados correspondientes de dos tridngulos
semejantes es igual a la mitad de la razén entre las dreas de dichos

triangulos.

ACTIVIDADES

Repita los pasos a, b y ¢ de las dos situaciones anteriores y verifique si obtiene las mismas conclusiones
respecto del perimetro y superficie con el cuadrildtero abcd y el cuadrildtero a'b'c'd’.

Iy ey

E E e L]
al il i i

k-a
50N
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ACTIVIDADES

1. Suponga que se ha producido un accidente de trdnsito y ustedes deben realizar un croquis que

muestre el punto de impacto entre los dos vehiculos y la posicién en la que quedaron luego del accidente,
especificando las distancias correspondientes. En la siguiente representacién se muestra un esquema que no estd a
escala, es decir que no es semejante a la realidad, y donde se muestra con una cruz el lugar del impacto y con los
puntos a y b la ubicacion final de los automdviles que impactaron:

Supongan que ustedes llegan al lugar del
accidente, se sittian en la cruz donde se produjo
el impacto y determinan qué distancia hay

al aproximadamente desde ese punto al auto b y
P de éste al auto a.
1_.-" sl 1
" :
T S e Las distancias que ustedes estiman se sefialan
+ f. .
— | en el grdfico.

caxm

Deben elaborar un informe presentando el croquis a escala no como el anterior: que muestre de la forma mds clara
y precisa las posiciones de los autos. Una manera de lograrlo es representar grdficamente un tridngulo que sea
semejante al tridngulo real que se determind al considerar la ubicacién final de los dos autos y el punto de
impacto.

Realicen dicho croquis considerando que los lados correspondientes de los tridngulos deben ser proporcionales y los
dngulos correspondientes congruentes. Utilicen el tercer criterio de semejanza y consideren que el dngulo cuyo
vértice es el punto b tiene una amplitud de 90°.

2. Supongan que en un puente se ha producido un accidente y se ha desbarrancado un auto. Si saben que la
cantidad de longitud del puente es de 43m y la altura del barranco es de 12 metros, al realizar el croquis que
represente el puente con un segmento de 4,3cm., sde cudntos cm. deberdn representar la altura del barranco? ;De
cudntos cm. representardn el largo del auto (supongan un auto y consideren las dimensiones reales)?

B, e Nota: estd representando
i segmentos semejantes.
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CUERPOS
Lea atentamente las siguientes situaciones.
Situacién 1

Las siguientes representaciones corresponden a cuerpos
poliedros.

oQ

Las caras o superficies que limitan a cada uno de los cuerpos
representados ;son superficies planas o curvas?

Situacién 2

Las sigulentes representaciones corresponden a cuerpos que
son poliedros regulares.

cubo dodecaedro icosaedro octaedro

Observe que representan cuerpos poliedros porque todas sus
caras son planas; estan limitados por superficies planas. ;Podria
decir por qué son regulares?

Observe que las caras de cada uno de ellos corresponden a
poligonos que son regulares (poligonos que tienen lados y angulos
congruentes).

Situacién 3

Las sigulentes figuras representan a cuerpos redondos.
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cilencdro enfer O

Las caras o superficies que limitan a cada uno de los cuerpos
representados ;son todas superficies planas?

;Qué cuerpos de los representados tienen al menos una cara
curva?

RECORDAR r-‘___’;"

e Cuerpos poliedros: son aquellos cuerpos que estdn limitados por
todas superficies planas. Diremos que sus fronteras estdn formadas por
superficies planas.

e Poliedros regulares: un poliedro es regular si todas sus caras
tienen la misma forma y son poligonos regulares.

e Cuerpos redondos: son aquellos cuerpos que estdan limitados por
al menos una superficie curva.

ACTIVIDADES

1. Observe atentamente las siguientes figuras y marque con una cruz aquellos cuerpos que sean poliedros y
rodee con una linea aquellos que sean cuerpos redondos.

283



Matematica II - EGB3

Segmento cuyos extremos son el
vértice de la pirdmide y el punto
medio de una arista de la base.

284

Elementos de algunos cuerpos

En el siguiente prisma se han sefialado sus elementos:

- ol [N
H_‘_‘_'_'_"h WTEee
: i 500 LRl
R R I e
[

Observe que:

e Arista: conjunto de puntos interseccién de 2 caras.
e Vértice: interseccion de 3 o més aristas.

e Altura: distancia entre los planos de las bases.

Complete, en la siguiente representacion de una piramide,
los elementos que faltan:

. SRR N
. -
achuras

A=A .‘,—

Complete, en la siguiente representacion de un cilindro, los
elementos que faltan:

4
Eeneralne . | ™

Complete, en la siguiente representacion de un cono, los
elementos que faltan:
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Redes o desarrollos de algunos cuerpos

ACTIVIDADES g

1. Observe el cuerpo representado:

Si se le pide construir un cuerpo similar al cubo representado y para que lo arme le muestran los siguientes
desarrollos, de entre los cuales uno seria la red que usted deberia marcar en una cartulina, recortar y plegar
para armar el cubo pedido.

a) ;Cudl de las redes elegiria para armar el cubo?

Hedd 1 Lt et 4

b) ;Por qué elige esa red y no otra?

Si se le pide construir un cuerpo similar al cono representado y para que lo arme le muestran los siguientes
desarrollos, de entre los cuales uno serfa la red que usted deberia marcar en una cartulina, recortar y plegar
para armar el cono pedido.

a) sCudl de las redes elegiria para armar el cono?
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b) sPor qué elige esa red y no otra?

ACTIVIDADES

1. Observe el grupo de poliedros de la izquierda. Asocie a cada figura con su red correspondiente y
complete la tabla.

l__.-- x_ml I-I-' -.\,_‘ ;__l"rh ."'l._"‘-l.l_. '\-_%. ] _1"- -\._\.
L ('.J‘- ’\'\ : /\ i ,.-K h
Nt : i fr ""‘- G,
""ﬁ. r'-; ".ﬂ __r' N _.-"l "'.m. .__..-'
WS "“.__.-"'l \l\_." ki

Tevdprmed leasaedras Fed 1 e #

{artaedon Cobn Fet 3 Fest 4

Figura Red niimero

Dodecaedro

Icosaedro

Octaedro

Cubo

Superficie lateral

Observe la siguiente red correspondiente a un prisma:
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..................

En él se ha sefialado y pintado con color la superficie lateral,
que esta representada por el rectangulo abced.

PENSAR

;Qué haria usted para calcular la superficie sombreada que
se corresponde con la superficie lateral del prisma?

Lo ayudamos en la tarea...
Opcidn de respuesta 1

Posiblemente calcularia la superficie de un rectangulo (o sea
de una cara lateral del prisma) y luego la multiplicaria por 4.

Opcién de respuesta 2

Otra opcidn seria calcular la superficie del rectangulo abcd.

<

& &
Se utilizaria, en este caso, la férmula que ya conoce para
calcular la superficie de un rectangulo:
Sup. rectangulo abcd: [b| - [h| - u
Donde:

Ib| es la medida de la base.

[h| es la medida de la altura.

u es la unidad

Opcidn de respuesta 3

Observe que la medida del lado ab del rectangulo abcd es la
medida del perimetro de la base del prisma. Por ello le sugerimos

la siguiente expresion para calcular la superficie lateral de este
prisma:

Nociones geométricas
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7

Cantidad de superficie lateral del prisma: perimetro de la
base por medida de la cantidad de longitud de la altura del prisma
por la unidad para medir superficie empleada.

En simbolos: Perimetro base - |h| - u=

PENSAR

Este procedimiento para calcular la superficie lateral de
cualquier cuerpo (poliedro o redondo) por medio de una férmula
se sintetiza en la siguiente tabla:

Cuerpo Férmula para calcular la superficie lateral
Cubo Perimetro base del cubo - |hl|- u=
Prisma Perimetro base del prisma - |h|- u’=
Piramide de base regular Perimetro base de la piramide - | apotema de la piramide | - u’=
2
Cono ® -1 |generatriz| - u’=
Cilindro 2w |- ws

ACTIVIDADES

1) Un pintor necesita calcular la cantidad de pintura que requiere para pintar las paredes exteriores de una
habitacion que tiene forma de prisma. En ella hay sélo una puerta y una ventana. Para cumplir la tarea debe
calcular la cantidad de superficie que tiene que pintar. Se sabe que la habitacién tiene las medidas que
muestra el croquis, que la puerta tiene una cantidad de superficie de 1,68 m= y la ventana de 1,35 m=.

[

L3 m /

J. 4,10 m

=— 1M m —*
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2) Calculen la cantidad de superficie lateral de un prisma que tiene una base cuya cantidad de longitud de su

contorno es de 12,45 cm. y su altura es de 5,68 cm.

Volumen de cuerpos geométricos

Si observa un cuerpo podra notar que esta limitado por una
superficie que separa el interior y el exterior del misma a la vez
que podra observar que ocupa cierta parte del espacio.

El espacio que ocupa un cuerpo es denominado volumen.
Cuando se mide el espacio que ocupa un cuerpo se estd midiendo
la cantidad de volumen del mismo.

Lea atentamente la siguiente situacion.

Si consideramos las siguientes figuras tridimensionales (o
cuerpos):

Figura A Fipura B Figra o Figura [

;Qué forma tiene la figura A representada? ..o

Podemos calcular la cantidad de volumen de cada cuerpo (o
figura tridimensional) considerando como unidad para medir la
cantidad de volumen de la figura A. Asi es posible determinar la
cantidad de volumen de las figuras B, C y D.

Para ello:
Indique con cuantas unidades (figura A) podria armar una
figura equivalente a la figura B. El nimero que obtuvo es la

medida de la cantidad de volumen de la figura B.

Proceda de manera similar con las otras figuras y complete
la tabla.

Figura Medida de la cantidad de volumen
A 1
B 3
C
D
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Los problemas que se presentan al medir cantidades de
volumen sin usar una unidad convencional son muchos. Por ello,
para medir cantidades de volumen, como cualquier otra cantidad
de una magnitud, es necesario acordar el uso de una unidad
convencional que nos permita a todos medir y, cuando se trate de
una misma figura, obtener una misma medida de la cantidad de
volumen correspondiente.

El SIMELA (Sistema Métrico Legal Argentino) establece como
unidad para medir cantidades de volumen el metro cubico (m4),
que se puede materializar en un cubo de 1 m de arista.

Metro cubico: cubo
1 m de aristd <——+ de 1 m de arista.

Si el volumen de una habitacién es de 36 mA, ;qué
significado tiene para usted esa cantidad de volumen?

Piense en cubos de 1 metro de arista, en metros cibicos,
scon cuantos de ellos podria armar un cuerpo que tenga un
volumen equivalente al de la habitacién indicada? ............

Seguramente pensoé en 36 metros cubicos.

Decir que el volumen de la habitacion es de 36 mA significa
que son necesarios 36 cubos de un metro de arista (metros
cubicos) para armar un cuerpo que tenga un volumen equivalente
al de la habitacion.

El metro cubico posee multiplos y submultiplos, que se
muestran a continuacion:

Kilémetro ctibico kmA
Multiplos Hectémetro ctibico hmA
Decdmetro ctibico damA 1000 m3
Unidad Metro ctibico mA 1m3
Decimetro ctibico dmA 0,001 m3
Submuiltiplos Centimetro cuibico cmA
Milimetro ctibico mma

Nota: no se han considerado todas las equivalencias con el m3, ya
que se usardn solo las nombradas.

Piense en 1 cmA, ;qué forma tiene? ..o scomo lo
representaria? ...,
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Un centimetro cibico es un cubo de un centimetro de arista.

Considerando esto, ;qué significa que una caja tiene un volumen
de 250 cmaA?

Calculamos cantidades de volumen
Lea atentamente las siguientes situaciones.
Situacioén 1

Una habitacién tiene forma cuibica y las dimensiones que se
muestran en la figura:

Adtera: 3 m

Para dar respuesta a la pregunta se muestra una posible
alternativa de solucién. Léala con atencién:

e Cantidad de superficie de la base del cubo (piso) que tiene
forma de cuadrado:

L] - |L] m==3 -3 -m==9m=
e Para calcular la cantidad de volumen de un cubo
utilizaremos la expresién:

(medida de la superficie de la base del cubo) - (medida de la
altura del cubo) - u’A

9 .3.m’=

27 m?

Nota. m’ es la unidad para medir volumen empleada: metro
cubico, centimetro cubico , etc.

Nociones geométricas

291



Matematica II - EGB3

292

Como habra notado, para calcular el volumen de un prisma,
en el caso del ejemplo un cubo, basta con multiplicar la medida de
superficie de la base por la medida de la altura del prisma por la
unidad para medir volumen empleada. Asi se obtiene la cantidad
de volumen buscado.

Situacién 2

Un edificio tiene forma de prisma y su base es rectangular.
Sus dimensiones se muestran a continuacién:

Allura; 9m

/‘H m
—_—

Il m

Para calcular su volumen se busca:

e Superficie de la base (piso) que tiene forma de rectangulo:

88 m’=
e Volumen del edificio:
(medida de la superficie de la base) - (medida de la altura del prisma) - u’A
=88-9-m’A
=792 m’A

Luego, la cantidad de volumen que ocupa el edificio es de
792 m®.

Situacién 3

Un tambor de 200 litros que contiene combustible tiene
forma de cilindro. Sus dimensiones se dan a continuacion:

Alfuras 1.5m

Dndemedros 50 ¢




Para calcular su volumen recurriremos a la férmula:

e Cantidad de Superficie de la base (es un circulo):

Observe que se tiene como dato el valor del didmetro, pero
como en la féormula se usa el radio se toma la mitad del valor del
didametro, en este caso 25.

e Volumen del tambor con forma de cilindro:
(medida de la superficie de la base) - (medida de la altura del cilindro) - w’A
1962,5 TR -cm?

Observe que la altura del cilindro es 1,5 m pero el valor de la
superficie de la base estd dada en cm’. Luego, tendra que expresar
la altura en cm. para poder operar con las medidas y que su
respuesta sea correcta.

¢;Por qué cree que es necesario hacer lo que acabamos de
expresar?

Recuerde que medir una cantidad de volumen significa decir
cuantas unidades de volumen se necesitan para armar un cuerpo
equivalente al dado, es decir que tenga el mismo volumen.

Si la superficie de la base esta expresada en cm= significa
que el radio de la base del tambor esta expresado en cm. y
podriamos pensar, por lo tanto, que medir el volumen significa
decir a cuantos cmA es equivalente el volumen del tambor. Pero al
encontrarnos con que la altura del tambor estd expresada en
"metros”, también podriamos pensar que debemos decir a cuantos
m3 es equivalente el volumen del tambor. Como estamos ante dos
posibles respuestas y debemos dar una o la otra, serd necesario
expresar la cantidad de superficie en m= o bien la altura en cm. De
esta forma el volumen quedara expresado en mA o en cmA.

Para expresar la altura en cm. recuerde que lo puede hacer
mediante el siguiente célculo:

1m = 100 cm.
1,5m = X cm.

luego: L = 190

1,5 X
x-1=1,5-100
x =150

1,5 m equivale a 150 cm.

Nociones geométricas
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Luego, la cantidad de volumen del tambor es de 294.375 cm”.

Ahora le solicitamos que exprese la superficie de la base en
m?y calcule la medida del volumen del tambor, si la unidad para
medir es el m°®.

Situacién 4

Un reciplente que se utiliza para servir un helado tiene
forma de cono. Sus dimensiones se muestran a continuacion:

—
Diameire: & em

i % Abtura: 12 em

Para calcular su volumen recurriremos a la férmula:

e Cantidad de superficie de la base (es un circulo):

m -1’ cm’== 3,14 - (2,5)° cm?’ = 3,14 - 6,25 cm?’ = 19,625 cm?’=

Observe que se tenia como dato el valor del diametro, pero
como en la férmula se usa el radio se toma la mitad del valor del

didmetro, en este caso 2,5.

e Cantidad de volumen del cono:

il ; * [medi w. vy 196252, 4 2355, 4 c
medida 5u]:rfrm.-; |medida _ altura W - 1 trq |l Yo = : Tem® = T8.Sen’
a - "

Nota: la medida del volumen del cono es la tercera parte de la
medida del volumen de un cilindro de base congruente al cono y de la
misma altura. Es por eso que aparece la expresion que permite encontrar
la medida del volumen de un cilindro dividida por 3.

Luego, la cantidad de volumen que ocupa el cono (cucurucho
de helado) es de 78,5 cm’.

Situacién 5

Una caja de propaganda tiene forma piramidal y sus
dimensiones son:

La base es cuadrada y cada lado tiene una longitud de 8 cm.
La altura de la pirdmide es de 12 cm.

Si se sabe que la cantidad de volumen de una pirdmide es



equivalente a la tercera parte de la cantidad de volumen de un
prisma de base congruente a la piramide y de la misma altura,
;como haria para encontrar la cantidad de volumen de la
piramide?

Ubique la informacién en la representacién grafica.

CAPACIDAD Y PESO

Lea atentamente las sigulentes situaciones y complete segun
lo indicado en cada caso.

Situacién 1

Ubique los productos de la lista en la tabla que se muestra a
continuacion:

Nociones geométri

cas

Producto Peso
e 1 kg. de arroz.

Capacidad

* 500 gr. de café. Arroz 1 kg.

e 11 de leche.

e 2 1 de lavandina.

e 250 gr. de crema.

e 2 51 de aceite.

e 1000 gr. de polenta.

* 500 gr. de fideos.

e f11 de vinagre.

¢ /1t de shampoo

295



Matematica II - EGB3

296

Situacién 2

Un envase de gelatina dietética contiene:
* 0,075 gr. de sodio.

e 2 gr. de proteinas.

* 0,625 gr. de aspartamo, entre otros componentes. Su peso
neto es de 25 gr.

Situacién 3

En tiempo estival es usual escuchar la siguiente
recomendacion:

e Si quiere mantener el agua del tanque de su casa en
6ptimas condiciones, coloque 2 gotas de lavandina por cada litro
de agua y déjela en reposo durante media hora para poder
consumirla".

Teniendo en cuenta las situaciones 2 y 3 le preguntamos:

e ;Qué magnitudes se han utilizado en estas situaciones?

e ;Son distintas? ;Por qué?

e ;Es lo mismo peso que capacidad?

En la situacién 2 se ha trabajado con cantidades de peso,
mientras que en la situacién 3 se ha trabajado con cantidades de
capacidad.

Para medir cantidades de esas dos magnitudes -peso y

capacidad- se utilizan distintas unidades. ;Las recuerda? Observe
las siguientes tablas:

Unidades para medir cantidades de capacidad

Kilolitro kl 1.000 1

Multiplos Hectolitro hl 1001
Decalitro dal 101
Unidad Litro l 11
Decilitro dl 0,11

Submuiltiplos Centilitro cl 0,011

Mililitro ml 0,001 1
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Unidades para medir cantidades de peso

Multiplos Tonelada t 1.000 kg.
Quintal q 100 kg.
Unidad Kilogramo kg. 1 kg.
Gramo gr. 0,001 kg.
Submtiltiplos Decigramo dg. 0,0001 kg.
Centigramo cg. 0,00001 kg.
Miligramo mg. 0,000001 kg.

Con el agua es un caso especial...
Lea atentamente la siguiente situacién.

Se presenta un nuevo envase de agua mineral y la
informacién que se tiene es la siguiente:

Contenido neto: 1 litro.
Peso: 1 kilogramo.
Volumen: 1000 cm?®.

Le preguntamos:

:Cdémo es posible hablar del mismo producto y expresarse
acerca de él de tantas formas distintas?

Esto es asi porque existe una equivalencia que hace posible
comparar 3 aspectos distintos de un mismo objeto. Asi, es posible
comparar capacidad (que se refiere a lo que puede contener el
envase) con peso y al mismo tiempo con el volumen (que se refiere
al espacio que ocupa el contenido del objeto).

Hablamos del agua como un caso especial porque ...
"En un laboratorio se puede comprobar experimentalmente
que 1 litro de agua a 4° C de temperatura pesa 1 kg. y ocupa un

volumen de 1000 cm3".
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Es por esta razén que podemos decir que en un litro de agua
se produce la siguiente equivalencia:

Capacidad Peso Volumen
11 1lkg 1000 cm’
Situacién 1

La etiqueta de una botella de agua mineral es la siguiente:

-

. -

Agua Mineral de Montana
".PH-FEH "

-

Se pregunta:

e ;Cuél es su capacidad en litros?

e Para dar respuesta a la primer pregunta planteamos lo
siguiente:

1000 cm® —— 11
1500 cm?® ——— X

Resolvemos esta proporcionalidad directa:

1000 1

1500 = x
1000 - x = 1500
x=15

Luego, su capacidad es de 1,5 litros.
e Para solucionar la segunda pregunta tenemos:
1000 cmA — 1 kg.

1500 cmA —— X°
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Resolvemos igual que en el caso anterior:

1000
1500 =

1
x

1000 - x = 1500

5= 1500
1000

x=15

La capacidad de la botella (1,5 litros) pesa 1,5 kg. (un kilo y
medio).

Situacién 2

Complete la tabla con los valores que corresponda:

Capacidad Peso Volumen
e
500 g.
2000 cm’A
3/41
2,5 kg.
ACTIVIDADES

1. sCudntos litros de agua, aproximadamente, se necesitan para llenar un recipiente que tiene
un volumen de 15.000 cm??

2. Un camidn que transporta combustible tiene una capacidad de 32.000 litros. ;Qué volumen ocupa dicho
contenido?

3. Se quiere colocar un pedestal para que sirva de base de una estatua. La forma del pedestal es la siguiente:
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En este trabajo intervienen dos personas:
a) Un jardinero debe rodear el pedestal con flores. Para ello necesita conocer el perimetro de la base del pedestal.

b) Un arquitecto desea saber cudl es el volumen que ocupa el pedestal para saber si guarda proporcion con el
lugar en donde serd colocado.

¢) Un marmolero debe recubrir con granito, toda la superficie lateral del pedestal, para lo cual necesita saber
cudntos metros cuadrados de granito hacen falta.

¢Podrian encontrar la informacién que necesitan las tres personas para realizar su trabajo?
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